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ABSTRACT 
 

This thesis presents research carried out to several elements of the macroscopic traffic 

flow as the model, the control and the simulation of his control system. The main aims of the 

realized studies consist to keep the circulation on the high-ways fluid. That means that we must 

to assure some quality of the process regarding the stability of this process. More over to offer 

best performances and quality of the traffic services for the users on the ways networks. 

In our study we use the analytical solution method of the dynamic equation presenting the 

LWR traffic flow model process, for which we look to obtain transfer function. Our objective is 

to obtain a conform result to a toll plaza. Furthermore we look to make a choice of appropriate 

control algorithm to satisfy the traffic network and users‟ needs. The traffic flow management 

needs results from the increasingly of the flows. As consequence of this we can obtain saturation 

in some places in the road network wildly known as a traffic jam usually in the rush hours, by 

reason of accident or repairs works. All this provoke a delay of the transportation flow and 

important environmental after-effect. Therefore it‟s very important to assure the fluidity of the 

traffic using control strategies which will cancel, reduce or delay the traffic jam appearances. 

Because of all the reasons above, we have proposed a system with non-integer order control 

algorithm for maintain the traffic fluid by the control of the pikes in the toll plaza. The control 

variable is the upstream density which will influence on the downstream one. After the analytical 

solution of the toll plaza model we obtain a delay function which presents the plant in our 

distributed parameter system. For this system we apply a Smith prediction non-integer control 

algorithm and moreover we ameliorate this system with a Dead time non-integer order 

compensator.  

 



 
14 

RÉSUMÉ  
 

Le travail de thèse présenté dans ce manuscrit s‟articule autours de plusieurs éléments 

d‟études concernant les modèles macroscopiques de flux de trafic routier à savoir la 

modélisation, la simulation et la commande. L‟objectif de l‟étude consiste à atteindre ou à 

maintenir une circulation automobile fluide sur des voies rapides. Il s‟agit donc de s‟assurer que 

le processus de flux de trafic routier reste dans des limites de stabilité et tout en offrant les 

meilleures performances et qualités de service aux usagers. 

 Premièrement la présente thèse propose une démarche qui repose sur l‟analyse de la 

solution analytique d‟une équation dynamique d‟évolution du processus afin d‟obtenir une 

fonction de transfert (TF). Le modèle retenu est un modèle macroscopique de flux de trafic du 

premier ordre du type LWR. L‟objectif ici reste la modélisation analytique conforme au modèle 

du réseau routier, qui dans notre cas particulier représente un segment en aval d‟un péage routier.  

 En deuxième plan les recherches sont orientées dans domaine de la commande des flux 

de trafic et le choix d‟une stratégie qui satisfait les besoin des usagers sur les autoroutes. Le 

besoin de faire le contrôle des axes routier était provoqué par la croissance des flux et la 

saturation des voies de circulation. Alors, ce déséquilibre est la cause de l‟apparition de 

congestions aux heures de pointe, qui provoquent des retards dans les déplacements. Il est donc 

nécessaire de garantir la fluidité du trafic routier par l‟utilisation des conceptions et 

l‟implémentation de stratégies de commande efficaces permettant d‟annuler, de réduire, ou de 

retarder l‟apparition de congestions. Dans la présente thèse on propose une boucle de correction 

robuste de type CRONE avec ses critères de commande, afin de satisfaire les objectifs de qualité 

requise du réseau routier face aux aléas de circulation et afin de tenir la circulation après le péage 

routier fluide, par le contrôle des barrières du péage.    

Notre but est de faire le contrôle de la densité par régulation de la densité initiale venant 

du péage au début du segment en aval. Autrement dit la densité initiale représente un rapport du 

débit d‟entré du flux en amont et sa vitesse de circulation. Le résultat obtenu dans le (Chapitre.II) 

représente un retard pur pour le modèle du trafic comme un système à paramètre distribué. Voilà 

pourquoi nous proposons une commande d‟ordre non-entière avec Smith prédiction et 

compensation du retard. Dans le système de commande nous proposons un modèle du trafic dont 

la variable de contrôle est la densité du segment et la variable de régulation est la densité 

d‟entrée avant le péage. Pour tous les travaux de simulation dans la thèse, nous nous somme 

servie du logiciel Matlab/Simulink pour faire une étude temporelle et harmonique par la stabilité 

du système et de ses performances. Les résultats temporels présentent l‟influence de la variation 

de la densité, du débit et de la vitesse dans le temps le long de la route en aval du péage. 

Pareillement pour effectué l‟étude de la stabilité et des performances robustes du modèle obtenu, 

ainsi que pour obtenir les paramètres du régulateur non-entier, une étude harmonique complète 

les résultats et les analyses.  
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 INTRODUCTION 
 

 Le développement économique mondial induit une intensification des échanges 

internationaux et, par voie de conséquence, une augmentation toujours croissante des flux de 

transport des biens et des personnes. Cette augmentation des flux est la cause de la saturation des 

voies de circulation routière. Le déséquilibre entre la demande et l‟offre en matière de transport 

est la cause de l‟apparition de congestions aux heures de pointe aux abords et dans les grandes 

agglomérations. Les congestions provoquent des retards dans les déplacements, ils augmentent 

les risques d‟accidents, ils ont un impact négatif sur l‟environnement et ils sont la cause d‟une 

dégradation de la qualité de vie des citoyens. Il est donc nécessaire de garantir la fluidité du 

trafic routier, ce qui impose de minimiser l‟apparition des congestions ou de réduire leur durée 

lorsqu‟elles n‟ont pu être évitées. 

 Une congestion se forme quand un nombre trop important de véhicules tentent 

d‟emprunter le même tronçon de route au même moment. Ceci peut se produire lorsque des 

travaux ou un accident provoque une diminution de la capacité de la route. L‟apparition de 

phénomènes climatiques comme le verglas ou la pluie peuvent également modifier gravement les 

conditions de circulation et ainsi être la cause de la formation de congestions. 

 Pour réduire les effets d‟une congestion, plusieurs solutions existent. Une première 

solution consiste à effectuer des travaux sur le réseau routier afin d‟en augmenter sa capacité ou 

de créer de nouveaux axes routiers. Une seconde solution consiste à développer les transports en 

commun et surtout à inciter les usagers à les emprunter en priorité. Enfin une dernière solution 

consiste à réguler directement le flux de trafic en agissant sur les feux de signalisation, les 

panneaux à messages variables, les accès aux rampes d‟entrée, etc. L‟installation de nouvelles 

infrastructures est souvent très difficile et très coûteuse à mettre en œuvre, de même inciter les 

usagers à utiliser les transports en commun n‟est pas chose aisée et peut être aussi long et 

coûteux. C‟est ainsi que les études sur les stratégies de régulation du flux de trafic ont tendance à 

se développer d‟avantage car elles ne nécessitent en général pas de réaliser des investissements 

importants et sont généralement rapides à mettre en œuvre. La conception et l‟implémentation de 

stratégies de commande efficaces permettent d‟annuler, de réduire, ou de retarder l‟apparition de 

congestions. 

 

Structure du manuscrit 

 
Le travail de thèse présenté dans ce manuscrit s‟articule autours de plusieurs éléments 

d‟études concernant les modèles macroscopiques de flux de trafic routier à savoir la 

modélisation, la simulation et la commande. L‟objectif de l‟étude consiste à atteindre ou à 

maintenir une circulation automobile fluide sur des voies rapides. Il s‟agit donc de s‟assurer que 
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le processus de flux de trafic routier reste dans des limites de stabilité et tout en offrant les 

meilleures performances et qualités de service aux usagers. 

La démarche proposée repose sur l‟analyse de la solution analytique d‟une équation dynamique 

d‟évolution du processus afin d‟obtenir une fonction de transfert (TF). Le modèle retenu est un 

modèle macroscopique de flux de trafic du premier ordre du type LWR [Lighthill, Whitham 

(1955a)], [Lighthill, Whitham (1955b)], [Richards (1956)], [Daganzo (1995)], [Papageorgiou 

(1998)], [Papageorgiou (1983)]. 

 Une boucle de correction robuste de type CRONE est ensuite introduite afin de satisfaire 

les objectifs de qualité requise du réseau routier face aux aléas de circulation.  

Le manuscrit de thèse contient deux parties distinctes : la modélisation avec sa solution 

analytique et une commande reposant sur un régulateur robuste d‟ordre non-entier CRONE 

associé à un prédicteur de Smith et un élément de compensation. Il s‟agit alors de déduire : 

- la solution analytique conforme au modèle du réseau routier – dans notre cas il s‟agit 

d‟un segment, situé en aval d‟un péage router ; 

- les critères de la commande choisie pour tenir la circulation après le péage routier 

fluide, par le contrôle des barrières du péage.    

Le manuscrit est décomposé de la façon suivante : le premier chapitre présente un état de 

l‟art sur la modélisation de flux de trafic routier. Les principaux travaux de recherche du 

domaine sont présentés en focalisant cette étude sur les modèles macroscopique du premier et du 

second ordre. Les définitions des différentes variables et des paramètres associés sont précisés.  

Le deuxième chapitre traite des principales méthodes de résolution des équations aux 

dérivées partielles. Un système de trafic routier peut être vu à un niveau macroscopique comme 

un processus à paramètres distribués dans le temps et dans l‟espace monodirectionnel. Ces 

systèmes sont donc décrits par des équations aux dérivées partielles qui du fait des conditions 

particulières d‟écoulement du trafic sont également non linéaires. L‟approche de résolution 

proposée conduit à obtenir la fonction de transfert du modèle LWR retenu pour cette étude. 

Celui-ci est conforme au modèle et permet d‟étudier la stabilité de ce type de processus ainsi que 

ses performances. 

Dans le troisième et le quatrième chapitre la nécessité de mettre en place une commande 

des systèmes de flux de trafic routier est développée. Un état de l‟art sur les différentes 

commandes proposées dans la littérature pour la régulation du trafic est ainsi présenté avec la 

justification du choix d‟une commande robuste d‟ordre non-entier (CRONE) retenue dans le 

cadre de cette étude. Dans le quatrième chapitre nous suggérons un exemple de calcules et de 

simulation, développé selon les méthodes et les analyses faites dans les chapitres précédentes. 

Notre but est de faire le contrôle de la densité par régulation de la densité initiale venant du 

péage au début du segment en aval. Le résultat obtenu dans le (Chapitre.II) représente un retard 

pur pour le modèle du trafic comme un système à paramètre distribué. Voilà pourquoi nous 

proposons une commande d‟ordre non-entière avec Smith prédiction et compensation du retard. 
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Dans le système de commande nous proposons un modèle du trafic dont la variable de contrôle 

est la densité du segment et la variable de régulation est la densité d‟entrée. 

 Pour tous les travaux de simulation dans la thèse, nous nous somme servie du 

logiciel Matlab/Simulink pour faire une étude temporelle et harmonique par la stabilité du 

système et de ses performances. Nous présentons la variation de la densité, du débit et de la 

vitesse dans le temps le long de la route en aval du péage. Pour effectué l‟étude de la stabilité et 

des performances robustes du modèle obtenu nous complétons les résultats et les analyses, en 

proposant une étude harmonique. D‟autre côté l‟étude fréquentiel est importante pour la 

conception de la commande et surtout pour obtenir les paramètres du régulateur non-entier, qui 

utilise la méthode récursive polynômiale fréquentielle de distribution des zéros et des pôles. 

Une conclusion et des perspectives, ainsi qu‟une bibliographie et des annexes succèdent 

aux chapitres de cette thèse présentés rapidement ci-dessus.  

 La structure du manuscrit, représentée sur le schéma.1 suivant, montre les liens entre les 

chapitres et les annexes : 
Chapitre 1

Théorie des flux de 
trafic routier

(LWR modèle)

Chapitre 2

Méthodes de  
résolution des EDP’s
(Méthode de Green)

Chapitre 2

Méthode de Green

Annexe 2

Méthodes de résolution des 
EDP’s

Annexe 1

Modélisation des flux de trafic 
routiers et leurs solutions

Annexe 3

Méthode de Green

Annexe 4

Méthode de linéarisation 
de la non-linéarité de la 

vitesse dans le modèle LWR Chapitre 3

Stratégie des 
systèmes de 

commandes et leurs 
performances

Chapitre 4

Commande des flux 
de trafic routier.
Commande non-
entière (CRONE)

Annexe 6

Approximation d’un opérateur non-
entier avec une fonction continue.

Commande CRONE

Annexe 5

Performances des systèmes 
de commandes

Annexe 7

Etapes de transformation d’un 
système CRONE avec Smith 

prédiction et filtre de compensation 

Annexe 8

Résultats de l’étude du 
modèle LWR pour tous les 
domaines de variation des 

paramètres

  

Schéma.1 Carte de la structure logique entre les chapitres et les annexes de la thèse 
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CHAPITRE I : Etat de l’art sur les systèmes 

de flux de trafic routier 

 

 SOMMAIRE 

  

Systèmes de flux de trafic routier 

 

I.1. Etat de l’art sur les modèles de flux de trafic routier 

 I.1.1. Modèles microscopiques  

 I.1.2. Modèles mésoscopiques 

 I.1.3. Modèles macroscopiques  

I.2. Modèles macroscopiques du 1
er

 ordre 

I.3. Modèle mathématique du flux de trafic routier  

I.4. Modèles macroscopiques du 2
ème

 ordre de Payne 

I.5. Conclusions  

 

 

 

I.1. Etat de l’art sur les modèles de flux de trafic routier 

Avant de passer en revue les différents modèles de flux de trafic routier que l‟on peut 

trouver dans la littérature, il est important de présenter les éléments caractéristiques d‟une 

circulation de véhicules dans un réseau routier. Il s‟agira également de définir l‟intérêt d‟obtenir 

un modèle de flux de trafic routier. Un modèle de flux de trafic routier ne peut pas présenter de 

part son caractère abstrait en tout point les situations réelles rencontrées. Plusieurs types de 

modèles existent donc dans la littérature. De plus, et ceci de manière à simplifier les approches 

de modélisation que l‟on peut rencontrer, il est possible de distinguer, de façon arbitraire, deux 

types de milieu à analyser :  

- les milieux urbains où le trafic est très hétérogène et variable (présence de carrefours, de 

feux de signalisations, passages piétons - le réseau est très maillé avec beaucoup de 

changement de structure)  

- les milieux interurbain où le trafic est plutôt invariable ou peu variable (les voies rapides et 

les autoroutes présentent peu de changements de structure – rampes d‟entrée et de sortie, 

des rétrécissements), ils sont relativement homogènes.  

Différentes situations peuvent ensuite être prises en considération, ce qui peut permettre une 

répartition des modèles en plusieurs groupes selon des critères de comportement individuel ou de 

comportement global de chaque véhicule. 

 Les différents modèles du trafic routier sont issus le plus souvent du raisonnement basé 
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sur la similarité qui peut être faite entre un flux de véhicules et des phénomènes physiques 

comme : l‟écoulement d‟un fluide dans une canalisation, la propagation d‟une onde, le 

déplacement de particules dans un milieu homogène ou hétérogène, etc. 

 Différents modèles existent également suivant la granularité selon laquelle le flux de 

véhicules est représenté, ce qui a conduit les auteurs à distinguer jusqu'à aujourd‟hui trois 

grandes familles de modèles [Papageorgiou M. (1998)], [Leclercq (2002)], [Bourrel (2003)], [El 

Hmam (2006)], [Benova (2006)] (schéma 1.1) :  

o Les Modèles microscopiques (de choix d‟itinéraire) – dynamique des véhicules 

individuels  

o Les Modèles mésoscopiques – dynamique par groupe de véhicules homogènes 

o Les Modèles macroscopiques (d‟écoulement) – dynamique globale basée sur l‟idée du 

mouvement d‟un fluide 

Chacune des trois familles impacte un comportement différent sur un réseau routier en intégrant 

des lois de propagation des véhicules, un choix d‟itinéraires et des conditions de circulation 

différents.  

FLUX DE TRAFIC ROUTIER

Modèles

Microscopique

Modèles

mésoscopique

Modèles

macroscopique 

Traite le comportement 
individuel de chaque 

véhicules et les interaction 
entre les actionneurs de la 

route urbain.
Utilise la loi de poursuite 

corpusculaire.
VOIES URBAINS

Traite le comportement 

globale du trafic sur une 
route interurbaine. 
Utilise le principe 

d ’écoulement d ’un fluide 
dans un tuyaux.

VOIES INTERURBAINS

Traite le comportement globale, 
dont la propagation est décrite 

d’une manière individuel avec les 
interaction entre les actionneurs 

sur une route interurbain.
Utilise le principe de la 

cinétique du gaz.
VOIES INTERURBAIN  

Schéma 1.1. Classification des modèles du flux de trafic 

 

 Toutes les étapes de modélisation décrite dans ce chapitre, servent à obtenir un modèle de 

flux de trafic conforme au système réel, dont la classification des étapes est représentée par 

l‟organigramme suivant (schéma.1.2) :  
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Sorties
Système réelEntrées 

Modélisation

Schéma de principe du 
processus

Ecriture du modèle
(si nécessaire linéarisation) 

Identification des 
paramètres du modèle

Validation du modèle

Modèle conforme 
of au système réel

On dispose d’une 
représentation 

mathématique du 
système étudié

Connaissance apriori 
du système réel

Données expérimentales 
réalisées sur le système 

réel

Si oui

si non

 

Schéma.1.2. Organigramme du principe de la modélisation d’un processus réel  

 

I.1.1. Les modèles microscopiques 

 Un « MODELE DE TRAFIC MICROSCOPIQUE » représente une situation de 

circulation, généralement dans des zones urbaines, basé sur un comportement individuel des 

véhicules. C‟est chaque couple véhicule-conducteur avec leur interaction avec chaque participant 

dans la circulation (environnement) que le modèle représente. Les interactions entre les véhicules 

sont prises comme un phénomène corpusculaire (interaction moléculaire). Le comportement de 

chaque véhicule est pris individuellement. C‟est une loi de poursuite corpusculaire qui est 

utilisée dans ce type de modèle pour expliquer le comportement global du trafic. Dans le cas 

d‟une représentation de circulation multivoies et afin de rendre le comportement global plus 

réaliste, il est possible d‟associer deux types de comportement des véhicules différents dans le 

même modèle [Bourrel (2003)], [Chanut (2005)], [Maerivoet (2006)] :  

- le premier exprime le phénomène de la voiture-suiveuse (1.1) (fig.1.1) ; 
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li gsi

xi xi+1

hsi

Modèle microscopique  qui exprime le phénomène de la voiture suiveuse

Distance minimale 
admissible  inter véhiculaire

 
Fig.1.1 Modèle de la voiture suiveuse 
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espace entre le véhicule i et i+1,  th
is  espace total admissible,  th

it
temps total 

admissible,  ti temps d‟occupation   

- le deuxième modèle exprime le changement de voies (fig.1.2). 
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Fig.1.2 Modèle de changement de voie 

            voiechangejtvdiffjtjtaccjtjxjt txtxtxtxtxvtx   ,,,,,, int    (1.1.2) 

j – voie,  accjt tx, - terme d‟accélération,    vdiffjt tx, terme de diffusion de la vitesse, 

   int,txjt  terme d‟interaction,    voiechangejt tx, terme de changement de voie  

 Le modèle de changement de voie est complexe et prend en considération non seulement 

les distances admissibles entre les véhicules et les temps de réponse du conducteur lors d‟un 

événement qui peut survenir en aval, mais aussi les conditions de circulation sur les voies 

adjacentes. Les vitesses limites autorisées doivent être respectées (ou pertes de vitesses pour les 

véhicules en amont) ainsi que les concentrations entre les différentes voies. Le nombre de 

variables à prendre en compte dans un tel modèle est très important, à cette échelle il s‟agit de 

mémoriser à chaque instant : la position, la vitesse et l‟accélération de chaque véhicule, ainsi que 

les distances inter-véhiculaires admissibles ce qui rend ce type de modèle complexe à utiliser dès 

lors que le réseau routier à représenter est lui-même important.  

Dans un modèle microscopique de trafic routier, il est relativement difficile de décrire avec 
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précision le comportement individuel des conducteurs. L‟écoulement du trafic résulte du 

comportement individuel qui a été intégré dans le modèle. Souvent les phénomènes sont 

représentés sur la base d‟observations empiriques. A l‟échelle microscopique, un changement de 

situation en aval ne provoquera nécessairement pas un changement sur le comportement du 

couple véhicule-conducteur si celui-ci n‟a pas été intégré à l‟avance. Les modèles 

microscopiques sont donc souvent simplifiés et ne considèrent qu‟un comportement des 

conducteurs de façon unique. 

 

I.1.2. Les modèles mésoscopiques 

Un  « MODELE DE TRAFIC MESOSCOPIQUE » représente le trafic routier sous forme 

de paquets de véhicules dont la progression est décrite individuellement. Ce type de modèle 

donne une représentation d‟un système de flux de trafic routier qui se situe entre les modèles 

microscopiques et les modèles macroscopiques.  

Le flux de trafic est décomposé en sous-groupes de véhicules ayant des caractéristiques 

équivalentes en leur ajoutant une destination déterminée et un itinéraire donnés. Le premier 

modèle mésoscopique proposé est celui de Prigogine [Prigogine (1961)], [Hoogendorn et al. 

(2000)]. Il est basé sur la cinétique des gaz et décrit la dynamique de réduction de la densité 

spatio-temporelle. Prigogine et Herman ont ensuite [Prigogine et al. (1971)] introduit deux 

termes à cette première équation décrivant la dynamique de l‟ensemble du flux routier. Le 

premier terme décrit le changement de la densité causé par l‟accélération conduisant à la vitesse 

désirée et le deuxième terme correspond au changement de la densité provoqué par les 

interactions entre les véhicules eux-mêmes. Le modèle mésoscopique est représenté par la 

relation (1.1.3) : 

   
       

t

vtx

t

vtx

x

vtx
v
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vtx acc


















 int,,,,,,,, 
  (1.1.3) 

 
t

vtx acc



 ,,
- changement de la densité causé par l‟accélération 

 
t

vtx



 int,,
- changement de la densité provoqué par les interactions entre les véhicules 

Les auteurs proposent que les changements de l‟état du système sont provoqués en général par:  

- l‟accélération afin de conduire à la vitesse désirée ;  

- la décélération provoquée par les événements en aval.  

- les conducteurs ; 

 

I.1.3. Les modèles macroscopiques 

Un « MODELE DE TRAFIC MACROSCOPIQUE »  représente le comportement global 

du flux de trafic. Ces modèles sont développés sur la base d‟une analogie hydrodynamique selon 

laquelle le flux de véhicules peut être assimilé à un fluide compressible en déplacement continu. 
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Les premiers modèles macroscopiques sont issus des travaux indépendants de Lighthill et 

Whitham en 1955 [Lighthill, Whitham (1955)] et de Richards l‟année suivante [Richards 

(1956)]. Ils ont conduit aux modèles dits du premier ordre de type LWR. Néanmoins, les 

modèles de ce type possèdent plusieurs désavantages [Daganzo (1995)], [Papageorgiou (1998)] 

qui se résument en un nombre de suppositions irréalistes. Plus tard les modèles de type Payne, 

dits du deuxième ordre, éliminent les principaux défauts du modèle LWR [Payne (1971)]. De 

nombreux autres modèles sont proposés dans la littérature, ils sont en général tous issus de ces 

modèles de base [Hoogendorn S. et al. (2000)].  

Une classification simplifiée des modèles macroscopiques peut être représentée sur le 

schéma.1.3 suivant : 

FLUX DE TRAFIC ROUTIERFLUX DE TRAFIC ROUTIER

MACROSCOPIQUEMACROSCOPIQUE

3 VARIABLES GLOBALES3 VARIABLES GLOBALES

1.1. DEBITDEBIT

2.2. DENSITEDENSITE

3.3. VITESSEVITESSE

3 EQUATIONS DE BASE3 EQUATIONS DE BASE

1.1. Loi de conservationLoi de conservation

2.2. Vitesse du fluxVitesse du flux

3.3. Diagramme fondamentalDiagramme fondamental

ModèlesModèles

1 ORDRE LWR1 ORDRE LWR

Modèle statiqueModèle statique

ModèlesModèles

2 ORDRE PAYNE2 ORDRE PAYNE

Modèle dynamiqueModèle dynamique

4 VARIABLES GLOBALES4 VARIABLES GLOBALES

1.1. DEBITDEBIT

2.2. DENSITEDENSITE

3.3. VITESSEVITESSE

4.4. ACCELERATION ACCELERATION 

4 EQUATIONS DE BASE4 EQUATIONS DE BASE

1.1. Loi de conservationLoi de conservation
2.2. Vitesse du fluxVitesse du flux
3.3. Diagramme fondamentalDiagramme fondamental

4.4. Vitesse changeanteVitesse changeante

FLUX DE TRAFIC ROUTIERFLUX DE TRAFIC ROUTIER

MACROSCOPIQUEMACROSCOPIQUE

3 VARIABLES GLOBALES3 VARIABLES GLOBALES

1.1. DEBITDEBIT

2.2. DENSITEDENSITE

3.3. VITESSEVITESSE

3 EQUATIONS DE BASE3 EQUATIONS DE BASE

1.1. Loi de conservationLoi de conservation

2.2. Vitesse du fluxVitesse du flux

3.3. Diagramme fondamentalDiagramme fondamental

ModèlesModèles

1 ORDRE LWR1 ORDRE LWR

Modèle statiqueModèle statique

ModèlesModèles

2 ORDRE PAYNE2 ORDRE PAYNE

Modèle dynamiqueModèle dynamique

4 VARIABLES GLOBALES4 VARIABLES GLOBALES

1.1. DEBITDEBIT

2.2. DENSITEDENSITE

3.3. VITESSEVITESSE

4.4. ACCELERATION ACCELERATION 

4 EQUATIONS DE BASE4 EQUATIONS DE BASE

1.1. Loi de conservationLoi de conservation
2.2. Vitesse du fluxVitesse du flux
3.3. Diagramme fondamentalDiagramme fondamental

4.4. Vitesse changeanteVitesse changeante  

Schéma 1.3. Classification des modèles du flux de trafic macroscopiques  

Dans la suite nous allons décrire plus en détail ces modèles. 

 

I.2. Les modèles du premier ordre 

 Le premier modèle macroscopique de type LWR proposé initialement par Lighthill et 

Whitham [Lighthill et Whitham (1955)] et complété par Richards [Richards (1956)] repose sur la 

loi de la conservation de la masse. Il part du principe que la masse est transportée sans pertes ni 

accumulation. Autrement dit ces modèles sont basés sur l‟affirmation selon laquelle le même 

nombre de véhicules qui entrent dans un intervalle de temps en un point de l‟espace va ressortir 

par un autre point de l‟espace dans le même intervalle de temps. 

 Dans le cas des modèles microscopiques les véhicules sont considérés tous séparément. 

Le comportement des véhicules y est décrit d‟une manière individuelle. Il s‟agit de respecter 

différentes contraintes comme la longueur des véhicules, la distance inter-véhiculaire, le temps 

de réaction des conducteurs, la vitesse et l‟accélération propre aux véhicules. Dans le cas des 

modèles macroscopiques le comportement individuel des véhicules, n‟est plus décrit, seul le 
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déplacement de l‟ensemble des véhicules y est représenté.  

 Avant de développer plus avant les modèles macroscopiques il est important de définir 

l‟ensemble des variables et des notions sur lesquelles ils ont été établis :  

 la densité ρ(x,t) [véh/km] est le nombre de véhicules qui sont présents à l‟instant t 

dans l‟intervalle de l‟espace compris entre x et x+dx (Fig.1.3); 

x1 x2

L

Nombre des véhicules qui passent entre deux point 
x1 et x2 de l’espace pour un moment du temps t

DENSITE

 
Fig.1.3. Densité routière 

 le débit q(x,t) [véh/h] est le nombre de véhicules qui passent en un point de 

l‟espace x pour un intervalle de temps compris entre t et t+dt (Fig.1.4);.  

x1

L

Nombre des véhicules qui passent par un 

point de l’espace x1 pour un intervalle du 
temps conclu entre t et t+dt

DEBIT x1

x2

DEBIT x2

Nombre des véhicules qui passent par un 

point de l’espace x2 pour un intervalle du 
temps conclu entre t et t+dt  

Fig.1.4. Débit routier 

 la vitesse V(x,t) [km/h] est la vitesse moyenne du flot dépendant de la densité des 

véhicules en un point x de l‟espace à un instant t 

  

 Toutes ces notions de base peuvent être exprimées analytiquement dans le domaine 

continu par les relations suivantes (1.2) et (1.3), où N est le nombre de voitures situées à  un 

intervalle spatial, compris entre х1 et х2.  
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 Ce sont ces relations entre le débit, la densité et la vitesse qui ont été reprises par M. 

Lighthill, and G. Whitham, On Kinematics Waves II: A Traffic Flow Theory on Long Crowded 

Roads, (1955), P. Richards, Shock Waves on the Highway, (1956) pour donner la naissance au 

modèle LWR dit du premier ordre. Le débit change avec les variations de la densité du flux ce 

qui est décrit par une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire (ou non-linéaire) du premier 

ordre (1.2) et (1.3). 

 Reprenons ci-dessous les éléments fondamentaux de représentation des systèmes de flux 

de trafic routier conduisant aux modèles du premier ordre. 

 

I.3. Modèle mathématique du flux de trafic routier  

 Les éléments fondamentaux qui représentent les flux de trafic routier de premier ordre 

sont liés aux trois relations suivantes :  

 La loi de conservation (1.4) – le nombre de véhicules qui entrent en un moment 

donnée sur une section doit être égal au nombre de véhicules sortants de la section 

dans le même intervalle de temps. 
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tx
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txQ 
    (1.4) 

 La vitesse du flux (1.5) – la vitesse du flux est la vitesse d‟équilibre à laquelle se 

déplacent les véhicules sur une section donnée dans un intervalle de temps. 

   
  txVV éq ,      (1.5) 

 Le diagramme fondamental (DF) (1.6) et (1.6.1) - Pour chaque élément 

d‟infrastructure, les trois variables fondamentales de vitesse moyenne, de densité et 

de débit, sur lesquelles reposent les modèles macroscopiques, sont liées entre elles 

par une relation fondamentale telle que le débit est égal au produit de la densité par 

la vitesse (1.6). Cette relation fondamentale est décrite par un diagramme 

fondamental obtenu à partir d‟une étude expérimentale d‟une section de route, 

correspondant à une succession de points d‟équilibre entre toutes ces variables.  Dans 

la littérature différents auteurs proposent de nombreuses représentations du diagramme 

fondamental qui approximent la relation q=f(ρ) et V=f(ρ). Parmi les relations les plus 

couramment rencontrées il y a celles proposées par [Greenschield (1934)], [Cassidy 

(1998)], [Greenberg (1959)], [Drake et al (1967)], [Daganzo et al. (2003)] etc. Les 
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équations (1.6.1) sont des exemples parmi les plus courants de ces relations liant la 

densité et la vitesse dans une section de route donnée : 

     txVtxQ ,,  - Diagramme fondamental    (1.6) 
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   (1.6.1) 

 La relation (1.4) est une équation d‟Euler, exprimant la conservation de la masse d‟un 

fluide incompressible. Le processus représente un système à paramètres distribués dans le temps 

et dans l‟espace monodirectionnel. En associant à la relation 1.4 la relation fondamentale (1.6), 

celle-ci peut s‟écrire selon l‟équation aux dérivées partielles (EDP) (1.7). 
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   (1.7) 

 Le modèle (1.7) forme la base des modèles du 1
er 

ordre macroscopique en lui associant un 

diagramme fondamental (DF) parmi les équations (1.6.1). 

 Un D.F. présente une densité critique, observée lorsque le flux de trafic est maximum. Ce 

point de fonctionnement partage le diagramme fondamental en deux zones (Fig.1.5). La première 

zone correspond à un trafic fluide où la densité est inférieure à la densité critique. Le flux croit 

avec la densité alors que la vitesse des véhicules diminue peu à partir de la vitesse libre. La 

densité est telle que les véhicules se gênent relativement peu les uns les autres. La deuxième 

zone correspond à un flux congestionné où la densité est supérieure à la densité critique. Le 

flux décroit avec l‟augmentation de la densité et la vitesse des véhicules diminue fortement 

jusqu‟à l‟arrêt complet.  

 Greenschield [Greenschield (1935)] est le premier auteur à avoir proposé un modèle 

mathématique du D.F. Il a considéré une décroissance linéaire de la vitesse et de la densité ce qui 

conduit à une forme parabolique du diagramme fondamental, d‟autres formes ont été proposées 

par la suite, en voici une liste non exhaustive : 

- Diagramme parabolique – [Greenschield (1935)], Masson  

- Diagramme bi-parabolique à tangente horizontale – [Greenberg (1959)] 

- Diagramme bi-parabolique – [Buisson (1995)] 

- Diagramme triangulaire – [Cassidy (1998)] 

- Diagramme trapézoïdal – [Daganzo (1994)] 
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- Diagramme exponentiel – [Drake et al (1967)], [Papageorgiou (1990)] 

- Diagramme curviligne – [Cramer, Pipes (1967)] 

 En réalité le D.F. relevé expérimentalement se présente comme un nuage de points de 

fonctionnement. Les modèles mathématiques proposés par ces différents auteurs ne sont donc 

que des approximations d‟états d‟équilibres (1.6.1) (Fig.1.5) [Wenlong Jin (2003)], [Florence 

Giorgi (2002)]. Sur la figure 1.4 sont représentés quelques uns de ces diagrammes 

fondamentaux : 

a)

ρ(x,t)

q(x,t)

ρcr= ρmax/2

qmax

ρmax

régime fluide régime 

congestionnée 

Vlib

ρ(x,t)

q(x,t)

ρcr= ρmax/2

qmax

ρmax

régime fluide régime 

congestionnée 

Vlib

b)

ρ(x,t)

q(x,t)

ρcr= 2/3ρmax

qmax

ρmax

régime fluide régime 

congestionnée 

Vlib

ρ(x,t)

q(x,t)

ρcr= 2/3ρmax

qmax

ρmax

régime fluide régime 

congestionnée 

Vlib

 

c)

ρ(x,t)

q(x,t)

ρcr

qmax

ρmax

régime fluide régime 

congestionnée 

Vlib=const

(dans la zone fluide)

ρ(x,t)

q(x,t)

ρcr

qmax

ρmax

régime fluide régime 

congestionnée 

Vlib=const

(dans la zone fluide)

d)

ρ(x,t)

q(x,t)

ρcr= 2/3ρmax

qmax

ρmax

régime fluide régime 

congestionnée 

Vlib=const

(dans la zone fluide)

ρ(x,t)

q(x,t)

ρcr= 2/3ρmax

qmax

ρmax

régime fluide régime 

congestionnée 

Vlib=const

(dans la zone fluide)

 

Fig. 1.5. Diagrammes fondamentaux – a) Greenschield, b) Drake, c) Cassidy, d) Greenberg  

 

 Les modèles de ce type possèdent plusieurs désavantages [Daganzo (1995)], 

[Papageorgiou (1998)], [Lebacque J.P.  et al. (1999)], qui se résument en un nombre de 

suppositions irréalistes. Les premières sont que la vitesse s‟adapte instantanément à sa valeur 

désirée et que le débit de sortie des ondes de choc ou des embouteillages est égal à la capacité de 

l‟infrastructure. Une autre propriété non justifiée de ces modèles est d‟assumer que le corps de 

densité élevée d‟une onde de choc possède une vitesse inférieure à celle de la queue dont la 

densité est plus faible. Cela signifie que la queue atteindra le corps même de l‟onde de choc, ce 

qui est irréalisable. De plus, le modèle LWR ne permet pas de représenter des instabilités 

comme, par exemple, le trafic "stop-and-go" (successions de démarrages et de freinages lors des 

congestions).  
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I.4. Les modèles macroscopiques de 2
ème

 ordre de Payne (correction 

d‟ARZ, Zhang, Papageorgiou et Kotsialos) 

 Lorsqu‟on a constaté que les modèles de premier ordre ont des limites de solution et 

surtout qu‟ils ne permettent pas de modéliser les états en dehors des états d‟équilibres, les 

modèles de deuxième ordre étaient mise en évidence. A cet effet, pour étudier les états hors 

d‟équilibres (accélérations et décélération), de nombreux auteurs ont proposé de compléter le 

modèle LWR avec une équation dynamique indépendante, exprimant le comportement de 

l‟accélération (a) du flux (variation de la vitesse sur un tronçon pendant un espace temps) 

[Payne (1971)], [Zhang (1998)], [Daganzo (1995)], [Leclercq (2002)]. 

 La forme générale de présentation de cette équation, qui traduit le comportement de 

l‟accélération du flux, est : par un terme de relaxation (vers l‟état d‟équilibre) et par un terme qui 

exprime plus au moins un comportement individuel des véhicules. Pour une section de la route, 

contenant plusieurs tronçons les paramètres de cette équation (1.8) sont les suivants : 

-   ]//[,, voiekmvéhtxim  - densité - nombre de véhicules dans le tronçon i à l‟intervalle 

de temps t, divisé par la longueur du segment Lm et par le nombre de voies ; 

-   ]/[,, hkmtxim  - vitesse du flux - vitesse du flux dans le tronçon i à l‟intervalle de 

temps t ; 

- f  - respectivement la vitesse libre pour chaque voie ; 

- Nm - nombre de tronçons (segments) sur toute la section m de longueur uniforme 

- λm - nombre de voies sur la route principales ; 

- α – paramètre du modèle du D.F.  

La vitesse, pour une section, se détermine à partir de la densité des véhicules jusqu‟à ce qu‟elle 

arrive à une valeur d‟équilibre (1.11) : 
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 (1.8) 

 Ci-dessous le modèle de base de deuxième ordre de Payne [Payne (1971)] et quelques 

modèles corrigées [Rascle (2002)], [Zhang (1999)], [Papageorgiou (1983)]. 

A) Modèle analytique du flux de trafic de PAYNE [Payne (1971)] -  

  



 
29 

 

  
  

 

  
  

  
  

  

  
  

  
  

    
































































  
PAYNE

éqéq

éq

éq

xt

xt

x
VvV

x

txV
txV

t

txV
txa

vV
x

txV
txV

t

txV
txa

coù
x

cvV
VVVéquilibrénonsystèmeslesPour

x

V

t
VLWRéquilibrésystèmeslesPour



































1

2

11,
,

,
,

1,
,

,
,

0,:

00:

0

2
0

(1.9) 

 L‟allure de la loi de conservation des modèles du 2
ème

 ordre est obtenue lors de la 

démonstration de Lagrange [Leclercq (2002)]. 

Ce premier modèle proposé par Payne [Payne (1971)] a été lui-même critiqué et a subit plusieurs 

modifications du fait de l‟obtention de vitesses négatives lors des décélérations des véhicules 

[Rascle (2002)], [Zhang (1998)], [Papageorgiou (1983)], [Kotsialos & al (1999)] etc.  

B) Modèle de ARZ (Aw-Rascle) [Rascle (2002)] - le modèle ARZ (1.10) proposé par Aw-

Rascle cherche à trouver une solution au modèle du deuxième ordre par l‟introduction 

d‟une vitesse variable (problème de Riemann).  
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 'p  - pression liée au comportement du conducteur. 

C) Modèle de Zhang [Zhang (1998)], [Zhang (1999)] - dans le modèle de Zhang (1.11) le 

problème de Riemann est résolu en négligeant le terme de relaxation 
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D) Modèles de Papageorgiou [Papageorgiou (1983)] et Kotsialos [Kotsialos & al (1999)] –   

 Ce modèle est connu sous le vocable « Metanet ». Il est connu par sa présentation discrète 

comme c‟est montré par (1.12)  
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(1.12) 

Le modèle utilise les variables : la densité -   ]//[, lanekmvéhkim ; la vitesse du flux-

  ]/[, hkmkV im ; le débit du flux -   ]/[, hvéhkq im ; 

 Les modèles analytiques qui expriment un changement de la géométrie de la route, qui 

s‟ajoutent dans l‟équation de base de la vitesse de Payne sont présentés sous forme discrète dans 

l‟Annexe 1 (A.1.6) – (A.1.8).    
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 En générale les modèles de deuxième ordre ont été constitués pour prévoir le trafic en 

dehors de leurs états d‟équilibre. Leur principal avantage est qu‟ils modélisent l‟apparition et 

l‟évolution de phénomènes lorsque le trafic varie son état. Cependant leur complexité de solution 

analytique et le fait qu‟ils ne proposent pas une modélisation plus réaliste des phases transitoires 

par rapport au modèle LWR, nous éloigne de leur utilisation dans les travaux désormais.  

 Il faut dire que, quel que soit l‟ordre des modèles macroscopiques, les travaux de 

recherches menés dans le domaine des flux de trafic routier sont toujours liés : aux problèmes de 

congestions, à la tendance de les diminuées, au temps de trajet sur une section ect, sous la 

condition de maintenir à tout moment un état d‟équilibre [Bellemans (2003)], en agissant sur les 

variable du modèle. D‟ici la nécessité d‟introduire quelques contraintes, tel que la circulation soit 

fluide, en tout instant et en tout point. Pour les calcules de la solution de la fonction de transfert 

du modèle LWR (voir Chapitre.II) nous utilisons ces contraintes.   

-    Limitation du débit  sur la voie principale au dessous de sa valeur maximale.  

C‟est la condition de circulation dans la zone fluide (1.13). 
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- Vitesse du flux maximale - contrainte de vitesse maximale de circulation (1.14):  
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(1.14) 

 

I.5. Conclusion  

  L„objectif de ce premier chapitre était de présenter un état de l‟art sur les 

différents modèles des flux de trafic routier, non seulement pour mettre point sur le domaine de 

l‟articulation de toutes les études et les travaux dans la présente thèse, mais pour nous aider à 

faire le choix sur le modèle qui va être utilisé dans le cadre de nos applications.  

 Avec ce chapitre nous avons eu l‟idée de présenter qu‟il existe plusieurs types de 

modèles, qui se distinguent par leurs finesses de reproduire l‟écoulement des véhicules. Ainsi 

que chaque modèle permet une présentation plus au moins simplifié et se caractérise par une 

facilité d‟appréhension et mise en œuvre plus au moins grande. Choisir un modèle de trafic, pour 

une application donnée, consiste donc à déterminer le bon équilibre entre l‟échelle souhaitée de 

présentation des phénomènes et la complexité du modèle retenu. Ce choix est d‟autant plus 

délicat que plus le modèle est complexe, plus il et difficile de garantir que la présentation de 

l‟écoulement fournie par celui-ci correspond bien à celle que la formulation laisse espérer. Alors, 

le modèle choisi doit être capable de reproduire correctement les processus avec leurs 
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phénomènes, mais est-ce que c‟est suffisant pour sélectionner le modèle. La cohérence des 

solutions et la maitrise de sa complexité sont des éléments tout aussi importants. Nous pouvons 

dire que les modèles macroscopiques sont des modèles qui proposent une vision agrégée du 

trafic, corrélable avec le comportement moyenne du flux, tout en conservant une représentation 

de la vitesse.  

 C‟est vrai que le modèle de premier ordre ne nous permet pas de se rendre compte aux 

accélérations et aux décélérations et sans pouvoir modeler les phénomènes de transition il limite 

l‟utilisation de la vitesse comme une variable fondamentale. Malgré ça, dans le cadre de cette 

thèse, le choix est porté sur le modèle LWR à cause des atouts  suivantes : sa cohérence par 

rapport aux limites physique du réseau, qui rend le modèle assez robuste concernant ces 

variables (densité et débit) et l‟existence d‟une solution analytique, qui permet l‟étude du modèle 

et de maitriser sa complexité.  

 Pourtant, l‟aspect le plus important pour le choix du modèle LWR, devant un modèle de 

deuxième ordre, était prouvé par Del Castillo valable aussi dans notre cas d‟étude [Del Castillo 

et al. (1995)], [Leclercq (2002)]. Il s‟agit de redémarrage à un feu tricolore, mais c‟est valable 

quand nous avons le redémarrage après les barrières de péage sur l‟autoroute. Dans ce cas 

d‟étude de part et d‟autre de la barrière de péage, nous avons des conditions de trafic à 

l‟équilibre avec : (max,0) une vitesse nulle et une densité maximale en amont des barrières et 

avec (0, Vfmax) une densité nulle et une vitesse libre maximale en aval. Dans ce cas le modèle de 

deuxième ordre se comporte comme un modèle LWR. Alors dans le cas d‟une condition initiale, 

qui correspond à un état d‟équilibre comme c‟est le cas d‟étude, la solution va être identique à 

celle du modèle LWR.    

 En regardant de près nos objectifs et suite de la validation du choix du modèle LWR, il 

reste à continuer nos recherches dans le sens d‟obtenir un modèle, qui sera une présentation 

simplifié et opératoire de ce phénomène physique évolutif du trafic routier. Pour le modèle 

macroscopique du trafic routier LWR, nous retrouvons un modèle analytique, qui est représenté 

par une équation hyperbolique non linéaire homogène aux dérivées partielles du premier ordre. 

Comment résoudre cette équation, en appliquant une méthode algébrique, afin de déduire la 

fonction de transfert du modèle, sera l‟objectif du chapitre à venir.  
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 CHAPITRE II: RESOLUTION DE 

L’EQUATION DE TRANSPORT « LWR » 

 

 
Etat de l’art et étude de la  

Résolution analytique de l’équation LWR 

 
II.1. Résolution de l’EDP – du modèle LWR. 

II.1.1. Méthodes numériques 

II.1.2. Méthodes analytiques 

II.2. Méthode de résolution par la fonction de Green du modèle 

LWR de flux de trafic routier 

II.2.1. La fonction de Green 

II.2.2. Contraintes et conditions du modèle 

II.2.3. Résolution de l’intégrale générale 

II.3.   Validation des résultats 

II.4. Exemple de simulation du modèle et étude du modèle LWR 

de flux de trafic routier 

II.5. Conclusions 

 

 

 Le chapitre précédent a montré que les systèmes de flux de trafic routier peuvent être 

décrits à l‟aide de modèles macroscopiques issus de la théorie de la dynamique des fluides. Le 

modèle “LWR” bien que simple et présentant certains défauts reste un modèle largement utilisé 

et qui a donc été retenu dans le cadre de la présente étude. Il dépend de deux variables : du temps 

et de l‟espace. Il s‟agit d‟un système à paramètres distribués représenté par une équation aux 

dérivées partielles (EDP). 

 L‟étude de la commande des systèmes, en général, impose que l‟on puisse atteindre 

certaines performances de ces systèmes tout en satisfaisant des contraintes de stabilité. L‟étude 

de la stabilité des systèmes repose sur différentes techniques conduisant toutes à vérifier 

l‟annulation de l‟effet des conditions initiales sur l‟évolution du système en un temps en théorie 

infini, en pratique le plus court possible. L‟une de ces techniques consiste à étudier les éléments 

caractéristiques de la fonction de transfert du système. Cette fonction de transfert peut être 

obtenue facilement à partir d‟une équation différentielle aux dérivées ordinaires linéaire en 

passant par la transformée de Laplace. En revanche l‟étude devient plus complexe lorsqu‟il s‟agit 

d‟une EDP, qui plus est lorsque cette EDP est non linéaire. Ce chapitre a pour objectif d‟obtenir 
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une représentation sous forme de fonction de transfert d‟un système de flux de trafic routier 

justement décrit par une équation aux dérivées partielles non linéaire. 

 L‟approche proposée consiste à utiliser une méthode de résolution de l‟équation 

analytique aux dérivées partielles à l‟aide de la «fonction de Green ». Toutefois cette approche 

nécessitera de linéariser le système étudié autour d‟un point de fonctionnement. 

 

II.1. Résolution des EDP – de l’équation LWR 

 La résolution des équations aux dérivées ordinaires linéaires ne posent généralement pas 

de grandes difficultés. La solution peut être trouvée dans un sens direct par la résolution de 

l‟intégrale générale et ne dépend que des conditions initiales. Par contre, quand un processus est 

décrit par une EDP, la solution dépend des conditions initiales et des conditions aux limites. 

 Plusieurs processus connus sont décrits par des équations aux dérivées partielles, c‟est 

ainsi que l‟on peut trouver dans des domaines très différents des équations de ce type étudiées 

dans la littérature : 

- Équation de la chaleur :
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- Équation de transport (trafic) :     00 
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- Équation de Burger pour le flux de trafic : 00 
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- Équation du télégraphiste : 

0

0

2

2

2

2













muucu

oùmu
t

u
c

t

u

ttt 


;   (2.5) 

 Dans le cas des systèmes de flux de trafic routier, le modèle macroscopique LWR du flux 

de trafic retenu pour cette étude, présenté par l‟équation (1.7) [Lighthill et al. (1955)], [Richards 

(1956)], [Rascle (2002)], [Lebacque et al. (1999)] s‟apparente à une équation de transport qui 

exprime la répartition des véhicules sur une section de la route avec une vitesse dépendante de sa 

densité. Le modèle LWR est décrit par une équation aux dérivées partielles non linéaire 

homogène. 

 Il existe deux grandes méthodes de résolution des équations différentielles : les méthodes 

analytiques et les méthodes numériques (Fig.2.1). 
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Méthodes de résolution des EDP

Méthodes analytiques Méthodes numériques

Séparation  des  variables 

indépendante 

Résolution des intégrales 

indépendantes

Equations  intégrales - méthode 

de la “fonction de Green”

Méthode  de  décomposition 

« adomien »

Méthode des éléments finis

Méthode de Runge-Kutta

Schéma de discrétisation 

numérique:
- Lax-Wendroff;

-Lax-Friedrich

- solveur de Riemann - schéma   

de  Godunov .  

Fig.2.1. Méthodes de résolution des équations différentielles 

 Nous allons utiliser dans notre étude une méthode analytique de résolution des EDP qui 

est rarement utilisée dans le domaine de l‟Automatique du fait de son apparente complexité. 

Avant de présenter et de développer la méthode analytique de résolution de l‟équation de LWR 

nous pouvons noter quelques méthodes numériques qui ont prouvé leur utilité pour résoudre le 

même type d‟équations. 

 

II.1.1. Méthodes numériques 

Les méthodes les plus courantes de résolution numériques [Goncalvès (2004)], [Kachroo 

(2000)], [Neta (2003)] sur lesquelles reposent les études des systèmes de flux de trafic routier 

sont : 

a) Les éléments finis. 

b) La discrétisation temporelle : 

- Méthode de Runge-Kutta – discrétisation temporelle ; 

- Méthode de série de TAYLOR. 

c) La discrétisation spatio-temporelle : schéma numérique aux différences finies : 

- Pour les modèles du 1
er

 ordre - schéma de Lax-Friendrichs, schéma 

de Godounov en utilisant la concentration 

- Pour les modèles du 2
ème

 ordre en utilisant le couple concentration-

vitesse qui donne une solution plus précise que par le schéma de 

Lax-Friendrichs ou le schéma de Godounov. 

Un exemple de calcul reposant sur une méthode numérique est présenté dans l‟annexe 2. 

 

II.1.2. Méthodes analytiques 

 Avant d‟aborder la résolution de l‟équation du trafic dans le cadre de notre étude, il est 
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important de préciser que l‟utilisation de méthodes de résolution analytiques, présentent une 

certaine analogie avec les méthodes numériques du fait qu‟elles donnent une solution de nature 

distribuée. Cependant ces deux approches de résolution ne présentent pas les mêmes 

inconvénients. Si les méthodes numériques restent assez simples à mettre en œuvre et permettent 

de s‟affranchir des non linéarités, elles ne donnent des solutions qu‟au travers de simulations, 

l‟utilisation d‟une méthode analytique en revanche permet d‟obtenir des expressions continues 

du temps et d‟envisager de trouver une fonction de transfert du processus étudié. Il reste aussi à 

remarquer que les solutions analytiques n‟existent pas toujours ou elles peuvent être très 

difficiles à trouver. Dans le cas présent, il est notamment nécessaire de linéariser le système 

autour d‟un point de fonctionnement correspondant à une vitesse où à une densité choisie. 

 D‟autres techniques de résolution existent, notamment la méthode de séparation des 

variables indépendantes et la méthode des caractéristiques, ces méthodes sont présentées dans 

l‟annexe 2. Précisons toutefois que ces méthodes ne permettent également pas de déterminer la 

fonction de transfert distribuée correspondant au processus physique étudié. Elles ne nous 

permettrons donc pas d‟atteindre l‟objectif que nous nous sommes fixés. 

 Dans le cas stationnaire, l‟équation non-linéaire du trafic se transforme en une équation 

quasi-linéaire, connue comme l‟équation de convexion pure. La solution de cette équation 

produit des courbes caractéristiques (des droites parallèles, qui correspondent à une vitesse 

constante le long de l‟axe du temps). Dans l‟annexe 2 nous avons présenté quatre cas différents 

de contraintes de vitesse, selon lesquels nous obtenons différents résultats et à partir desquels 

nous pouvons conclure que le résultat sera une translation de la condition initiale [Sanwal K. et 

al. (1996)] le long du temps et de l‟espace. Dans le même sens, l‟exemple présenté sur la 

figure.2.2 montre une condition initiale (demande ou consigne), que nous allons retrouver 

tardivement à l‟entrée, définie par un retard dans le temps et dans l‟espace. 
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Fig.2.2 Distribution de la densité dans le cas d’une demande (consigne) trapézoïdale 

Comme nous avons précisé dans le paragraphe 2.1, les méthodes analytiques classiques 

proposent une solution sans donner la fonction de transfert souhaitée. Le but poursuivi est non 

seulement de chercher à résoudre l‟EDP, mais aussi de prendre en compte la distribution du 
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trafic et d‟obtenir la fonction de transfert de ce modèle distribué, par la recherche de la 

« fonction de Green » associée [Duffy Dean G. 2001], [Wang S., Xu M., Li X. 2007] [Kadanoff 

L. P et al. 1962], [Stakgold I. 1979], [Smoller (1994)], [Frank T.D. 2008], [Valdes-Paradaet al. 

(2008)], [Fried H.M. (2002)].  

 

II.2. Méthode de résolution par la fonction de Green pour le modèle 

LWR du flux de trafic routier 

 

II.2.1. La fonction de Green 

La fonction de Green est une méthode de résolution des équations non homogènes aux 

conditions limites (boundary conditions - B.C.), en se basant sur la théorie des distributions et 

des sources ponctuelles. Elle représente une réponse impulsionnelle à un instant t en un point x 

de l‟espace quand une source est appliquée en un point x0 de l‟espace à l‟instant t0  et tel que t > 

t0  [Haberman R. (1987)], [Arfken G. et al. (2001)], [Wang S., Xu M., Li X. (2007)] et [Panza M. 

(2008)]. 

L‟usage des fonctions de Green est très fréquent en physique notamment, lorsqu‟il s‟agit 

de résoudre des équations aux dérivées partielles. La Fonction de Green a été initialement 

utilisée pour résoudre des problèmes dans le domaine de l‟électrostatique. Cette théorie a ensuite 

été développée pour résoudre des phénomènes de propagation dans le cadre de la dynamique des 

fluides et de la théorie des champs quantiques. 

 De nombreuses références bibliographiques décrivent en détail la méthode de résolution 

des équations aux dérivées partielle par la fonction de Green, [Tiablikov-Bruevitch (1961)], 

[Kadanoff-Baym (1962)], [Butkovskij (1979)], [Stakgold (1979)], [Бицадзе (1982)], [Levitov-

Shitov (2000)], [Duffy (2001)], [Mandelis (2001)] (voir II.2 et II.3).  

 La fonction de Green d‟une équation aux dérivées partielles peut être obtenue de deux 

manières différentes : en utilisant la transformée de Laplace (Fourier) et la transformée inverse 

ou par la formule variationnelle de Hadamard, [J. Hadamard (1968)] [Butkovskij 1979], 

[Warschawski (1960)], [Bergman et al. (1953)], (l‟idée générale de cette deuxième approche est 

présentée en Annexe 3). Seule la première approche sera développée ci-après. 

La méthode développée ci-dessous, se base sur la résolution de l‟intégrale de Fourier 

pour identifier l‟effet distributif d‟un déplacement à partir d‟un point de fonctionnement vers un 

autre en utilisant le passage d‟espace fonctionnel à l‟espace opérationnel. Dans ce cas, nous 

avons une source potentielle de type Dirac δ-fonction (fonction impulsionnelle) dans le temps et 

dans l‟espace monodirectionnel (2.8). Les propriétés de la fonction de Dirac liées à la fonction de 

Green sont présentées dans l‟annexe 3. 

 Le principal atout de la méthode est de présenter une équation différentielle comme un 

produit de convolution d‟un opérateur différentiel D et de la fonction décrivant le système (x) 

(dans notre cas il s‟agit de la densité). Nous pouvons résoudre ce problème aussi, en déterminant 
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l‟inverse de convolution de cet opérateur appelée « fonction de Green » [Fliess M. (1999)]. 

D‟autre part, le produit de convolution de deux fonctions correspond à la multiplication de leurs 

transformées de Fourier (de Laplace) et au calcul de la transformée inverse du produit. Dans ce 

sens, la solution de l‟équation différentielle en un point de l‟espace (dans le cas stationnaire) peut 

être exprimé par le produit d‟un opérateur différentiel D avec une fonction (x), solution finale 

de notre équation (2.6), égale à une autre fonction dite source j(x) tel que (2.7): 

        xjxD        (2.6) 
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Ainsi, on transforme cette fonction en « fonction de Green » sous la condition que la source est 

une fonction de Dirac (2.8): 
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Quand nous avons une source de type impulsion nous obtenons directement la fonction 

Green par la résolution de l‟équation différentielle. La solution s‟obtient à partir des conditions 

initiales pour une équation aux dérivées ordinaires (Annexe 3), en utilisant la transformée de 

Laplace et à la base des conditions initiales et aux limites pour les EDP, en utilisant la 

transformée de Laplace et de Fourier. La solution de cette équation représente alors la réponse en 

un point x1 à partir d‟une source impulsionnelle qui est produite en un autre point x0. Si nous 

prenons  le cas d‟une EDP homogène, en lui associant une source distribuée pour résoudre 

l‟équation non homogène, nous décomposons la source distribuée en plusieurs groupes de 

sources concentrées locales [Arfken G. et al. (2001)]. C‟est-à-dire que nous divisons l‟intervalle 

spatial en plusieurs sous intervalles, nous observons alors le déplacement de notre fonction le 

long des sous intervalles. Puisque la « fonction de Green » exprime l‟influence des conditions 

initiales t0=0 en un point initial x0 et un autre de l‟espace x dans une période t, Il est alors 

possible de dire que cette méthode est dépendante essentiellement de la différence entre t-t0 

[Haberman R. (1987)].  

 

II.2.2. Contraintes et conditions aux limites du modèle 

 Il est important de définir les conditions aux limites de l„équation différentielle, car la 

fonction de Green recherchée dépend de ces conditions aux limites (pour le cas non-homogène). 

Ainsi pour chaque état d‟équilibre (point stationnaire du D.F.) il existe une fonction de transfert 

différente (qui correspond à différentes situations routières) dépendante de l‟ensemble des 

paramètres qui définissent le système étudié, notamment de densité, de vitesse, de longueur du 

segment routier. 

 Dans le cas de notre étude, le flux est considéré comme homogène pour tout le segment 

routier. Le choix de la condition initiale (t=0) et aux limites (x=0, x=L) est décrit dans (2.9) : 
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(2.9) 

 Le choix des conditions initiales, dépend du modèle physique qu‟on veut représenter. 

Dans la plupart des cas observés et des situations routières les conditions initiales ne peuvent pas 

être considérées comme étant nulles. Ceci est dû au fait qu‟en tout point de l‟autoroute, il existe 

toujours des véhicules, ce qui suppose bien que les conditions ne peuvent pas être-nulles. 

Cependant il existe des modèles pour lesquels les conditions initiales peuvent être nulles tout en 

étant conformes à la réalité. Cela correspond à la modélisation des phénomènes de redémarrage : 

à un feu, après un péage routier etc. Le travail présenté dans ce manuscrit correspond à une 

situation décrite dans le segment routier en aval d‟un péage sur une autoroute. La densité peut en 

effet être considérée comme étant nulle à l‟intérieur de ce segment du fait du redémarrage des 

véhicules après le péage. 

 

II.2.3. Résolution de l’intégrale générale par les transformées de 

Laplace et Fourier  

La méthode de résolution de l‟équation aux dérivées partielles par la fonction de Green 

consiste à suivre les étapes suivantes :  

- Obtention d‟une EDP en associant au modèle LWR l‟équation du D.F. de Greenschield 

(2.10) : 
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  (2.10) 

- Choix des conditions initiales et aux limites (2.11) : nous supposons toujours une densité 

nulle dans le segment routier après les barrières, ce qui implique les conditions initiales 

nulles.  
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- Linéarisation autour d‟un point de fonctionnement du système : hypothèse (A.2.19) de 

choix de vitesse libre  (Annexe 2) pour un point d‟équilibre du modèle dans la zone 

fluide du D.F. 
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- Changement de la fonction de la densité par la “fonction de Green” (encore inconnue à ce 

stade du calcul) en appliquant une source impulsionnelle (2.12). 
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   (2.12) 

- Application de la transformée de Laplace pour l‟équation différentielle fonction des 

conditions initiales. La transformée de Laplace joue le rôle d‟un opérateur intégrale du 

noyau pour passer à une forme opérationnelle sous la condition initiale (2.13) : 
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 (2.13) 

- Passage vers une EDO : 
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- Intégration selon la variable spatiale (transformée de Fourier par rapport à x) : 

Pour obtenir le produit de la fonction de Green et de l‟opérateur (2.15), l‟intégration par 

rapport à x est effectuée ou une équivalence à l‟application d‟une transformée de Fourier 

par rapport à x. On substitue le résultat de façon à ce que l‟on obtienne (2.16) : 
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- Séparation de la fonction de l‟opérateur différentiel à partir de (2.17.1) pour obtenir 

(2.17.2): 
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- Application de la transformée inverse de Fourier (2.18) : 
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En utilisant la transformée de Fourier nous obtenons le résultat (2.19) pour la fonction de 

Green, ensuite nous passons à l‟équation (2.19.2) après avoir remplacé la fonction de 

(2.19.1) : 
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   (2.19.1)
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Sous forme généralisé le résultat de l‟équation (2.19.2) est présentée par la relation (2.19.3), où  

la vitesse est donnée par V(x,t), qui représente la fonction de transfert recherchée. 
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- L‟application de la transformée inverse de Laplace permet d‟obtenir la fonction de 

Green en fonction du temps et de l‟espace (2.20). 
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Il existe une solution, pour les systèmes à paramètres distribués, proposée par [Butkovskij 

(1979)] pour tous types d‟équations différentielles par la méthode de la « fonction de Green ». 
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Cette méthode utilise la forme variationnelle de Hadamard (Annexe 3).  

 

II.3. Validation des résultats 

 L‟objectif de cette section est de valider les résultats obtenus par la fonction de Green et 

de les comparer avec ceux obtenus par les méthodes numériques. 

Nous utilisons la théorie des ondes de choc, qui se propagent avec une vitesse constante, 

[Winckelmann G. (2007)], pour la comparer avec le modèle LWR dans le cas d‟une vitesse 

constante (A.2.19) qui correspond à la solution de l‟équation de convexion pure (2.21). 
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A partir du modèle LWR, on cherche à trouver la dérivée de la fonction de l‟EDP par 

rapport au temps pour une famille de courbes caractéristiques. Au moment où la dérivée s‟annule 

on obtient la résolution de l‟EDP et on la transforme en un système d‟EDO. La solution de 

l‟équation [Kadanoff-Baym (1962)] avec les conditions initiale et aux limites est présentée ci-

dessous par (2.22) :  
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(2.22) 

 A partir du résultat obtenu (2.22) on peut conclure que les conditions initiales se 

propagent le long de l‟axe monodirectionnel de l‟espace avec une vitesse constante dans le cas 

de résolution numérique (voir [http://iacs.epfl.ch/asn/ Support/support/ node112.html]). La 

condition initiale qui est un signal d‟entrée de type échelon, se déplaçant sans déformation dans 

le temps et dans l‟espace. Ce résultat donne un transport des conditions initiales avec une vitesse 

constante et implique le même résultat obtenu par la méthode de Green. Un tel signal correspond 

à une demande (débit d‟entrée) de type échelon à l‟entrée d‟un segment d‟autoroute. Chaque 

signal d‟entrée représente une demande sur la section de la route. On retrouve le même signal à 

la sortie mais retardé dans le temps (Fig.2.3). 

 Cependant, pour les solutions obtenues à partir des méthodes numériques, il est important 

de faire le choix sur les pas de discrétisation spatiale et temporelle (2.23) pour avoir un processus 

stable pour tout intervalle de temps et tout au long de la section de route. Il s‟agit alors de la 

condition de Courant-Friedrichs-Lewy de stabilité d‟un système distribué. On peut ajouter 

plusieurs contraintes sur le choix des pas de discrétisation [Leclercq (2002)] mais on se limite à 

présenter la contrainte (2.24). Le pas de discrétisation temporelle assure une distance minimale 

inter véhiculaire limitant la densité au-dessous de sa valeur maximale. De cette façon on retrouve 

l„ensemble des véhicules dans chaque segment à chaque itération dans le temps. 

http://iacs.epfl.ch/asn/%20Support/support/%20node112.html
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Dans le cas général (conditions initiales nulles pour l‟équation de convexion pure) nous 

trouvons des courbes caractéristiques droites : solutions de notre équation stationnaire. La pente 

de ces droites est définie par la valeur constante de la vitesse c. La solution (2.22) est constante 

pour toutes ces droites (Fig.2.3).  
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Fig.2.3. Solution de PDE a une vitesse constante c. 

Pour la méthode des caractéristiques des EDP quasi-linéaires le coefficient c exprime la 

vitesse. Si celle-ci dépend de la densité c=f(ρ), nous retrouvons une équation non linéaire, mais 

dans le cas où c est une constante l‟EDP se transforme en équation linéaire. Dans ce dernier cas 

stationnaire nous avons la solution pour un point d‟équilibre du diagramme fondamental.  

 A l‟aide de la méthode des caractéristiques nous avons cette solution pour le cas 

stationnaire représentée par des lignes droites avec une possibilité de non-parallélisme selon la 

valeur de la vitesse [Haberman et al. (1987)]. 

 Quant nous parlons de solutions représentées par des lignes droite nous devons présenter 

les deux phénomènes, reliés aux flux de trafic, des ondes de chocs et des éventails. Pour une 

même densité initiale et différentes valeurs de la vitesse, nous avons des lignes avec le même 

point de départ mais qui sont de pentes distinctes. Il s‟agit du phénomène d‟éventails quand on 

arrive à un point où la densité est plus importante et que les ondes (le flux de véhicules) se 

déplacent avec une faible vitesse (Fig.2.4), jusqu‟à atteindre V=V1 et ρ=ρ1. Dans ce cas, les 

caractéristiques de la solution sont des droites parallèles. Après avoir eu un changement de 

vitesse (V=V2, ρ=ρ2) nous obtenons une nouvelle famille de courbes caractéristiques avec une 

pente qui dépend de la nouvelle vitesse (densité): 
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Fig. 2.4. Caractéristiques de la distribution des ondes de véhicules sur un segment routier 

(éventail) 

 Contrairement à ce phénomène, nous avons celui des ondes de choc. Elle correspond à 

une onde plus rapide qui rejoint une autre plus lente (Fig.2.5). 
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Fig. 2.5. Caractéristiques de la distribution des ondes de véhicules sur un segment routier (onde 

de choc) 

La conclusion est que le groupe de véhicules se déplace sans perte dans l‟espace, dans le 

cas d‟une vitesse constante. Cela correspond à une fonction de transfert de type retard pur 

dépendante de la vitesse libre, de la densité, du temps et de l‟espace, qui revient à obtenir le 

même résultat que celui obtenu par la méthode de la fonction de Green. 

  

II.4. Exemple de simulation du modèle et étude du modèle LWR du 

flux de trafic routier 

Nous allons ci-dessous exploiter le résultat obtenu en (2.25) et en effectuer une étude sur 

la base de simulations à l‟aide de l‟outil Matlab/Simulink 
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  (2.25) 

Nous allons commencer par convertir la fonction de transfert irrationnelle en une forme 

rationnelle. Pour cela il faut passer d‟une représentation avec des paramètres du modèle de LWR 

(Vf, L, x, x0 et τ) à une présentation avec des paramètres qui décrivent un processus (k, T, τ) 
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(2.26) : 

 

 
 

       

 


















































































1
4

1
ˆ

2
1

1

2
12

2
12

4

22

4

2

2
ˆ

2,
2

1ˆˆ

2

22

22

2

2

app
a

e

p
a

p
a

p
apaappa

e

np
a

pan

n
e

n

ap

n

ap

n

n

n

ap

 

(2.26) 

Cependant le problème le plus important à résoudre, concernant les systèmes de flux de 

trafic, reste le contrôle des congestions sur les voies rapides qu‟il s‟agit d‟éviter afin d‟assurer la 

fluidité du trafic autoroutier. Cette condition de fluidité sera recherchée et respectée dans toutes 

les études que nous avons réalisées, elle joue le rôle d‟une contrainte. Les systèmes de flux de 

trafic sont dans une certaine mesure incertaine du fait de la possibilité de voir des changements 

non prévisibles des paramètres à tout moment et en chaque position de l‟espace. Ces 

changements imprévus sont le plus souvent causés par les congestions, les rampes d‟entrées, les 

rétrécissements etc. Nous avons donc étudié le système de flux de trafic pour chaque condition 

de circulation en faisant varier les paramètres de densité, débit et vitesse libre, sous la contrainte 

de fluidité du trafic. 

 Nous avons tout d‟abord fait le choix de fixer les paramètres du système correspondant à 

un état nominal, correspondant à notre « modèle de référence ». Le balayage des paramètres 

densité, débit et vitesse libre nous a permis d‟obtenir un ensemble de modèles, constituant ainsi 

une famille de modèles perturbés. Le passage du modèle de référence aux modèles perturbés 

peut être provoqué par des perturbations internes et externes, qui influencent et provoquent un 

changement des paramètres du modèle LWR.  

 Dans le cas de notre étude du modèle LWR il nous faut choisir ce modèle de référence, 

en respectant la contrainte du flux de trafic routier non-congestionné. Cette contrainte impose un 

point de fonctionnement situé dans une zone fluide du diagramme fondamental de Greenschield 

(Fig.2.6) qui correspond à une vitesse libre de circulation (2.27) et une densité inférieure à la 

densité critique (2.28). Tout cela tient au fait que la contrainte d‟une limitation de la densité au-

dessous de sa valeur critique permet d‟obtenir un système toujours stable. Dans l‟étude présentée 

ici, la stabilité est étudiée par l‟intermédiaire de l‟analyse des réponses temporelles et 

harmoniques du modèle.  
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Fig.2.6. Zone de choix des paramètres de variation – contrainte de fluidité sur le D.F. 
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Choix des paramètres pour le modèle de référence (Tableau 2.1). 

           Tableau 2.1  

Paramètres du modèle LWR de référence  

Vitesse libre  

Vf [km/h] 

Densité 

(x,t)/ max=0, [-] 

Distance  

L, [km]  

120 0.4 1 

Gain statique k du modèle 

nominale de simulation 

Constante du temps T du modèle 

nominale de simulation 
Retard  du modèle nominale 

de simulation 

0.013793 0.00694444 0.000012056311 

Les marges de variation des paramètres du modèle (Tableau.2.2) 

           Tableau.2.2 

Les marges de variation des paramètres du modèle 

Densité : ρ/ρmax=ρ0 [-]: 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Vitesse : libre Vf [km/h]: 80 100 120 140 150 

Distance : L [km]: 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 

A partir des marges de variation des paramètres du modèle (Tableau.2.2) nous pouvons 

calculer les ensembles paramétriques de variation des paramètres du modèle macroscopique LWR de 

flux de trafic (Tableau 2.3) 
          Tableau.2.3 
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 A partir des résultats obtenus (Tableau.2.3), nous pouvons présenter les domaines 

de variation de la densité et de la vitesse libre pour le modèle LWR (2.10). De ces domaines 

nous pouvons en déduire ceux du gain statique et de la constante du temps pour le modèle de 

simulation (2.30), qui sont présentés sur la Fig.2.7.  
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Fig.2.7. Ensembles de variation des paramètres du modèle physique et du modèle de simulation 

 

 Pour le modèle de simulation nous utilisons le résultat obtenu par la fonction de Green 

(2.29) et sa fonction de transfert (2.30) : 
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 A partir de (2.30) nous pouvons construire le schéma structurel du modèle (Fig.2.8) pour 

l‟ensemble des modèles de simulation (Tableau.2.3) : 
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Fig.2. 8. Schéma structurel du modèle LWR du flux de trafic routier 

 On trouve un modèle dont les paramètres varient autour de sa valeur de référence. Il sera 

soumis alors à plusieurs perturbations, qui vont influencer les paramètres du modèle (Fig.2.9). 
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Fig.2.9. Schéma d’influence des variables du modèle par les perturbations  

Influence du modèle conforme au système réel (de simulation) à partir de la variation des 

paramètres du système réel 

 Les différents types de perturbations modifient l‟état du système autour de son état de 

référence (d‟équilibre) ou, dans un cas stationnaire, d‟un état d‟équilibre vers un autre point 

d‟équilibre (c‟est-à-dire d‟un point du D.F vers un autre). Chaque fois que nous avons une 

variation de la densité, du débit et de la vitesse nous avons une variation des paramètres du 

système - gain statique, constante de temps et retard, ce qui rend notre système incertain. 

L‟influence de la variation de la vitesse et respectivement de la densité sur les paramètres du 

modèle de simulation est : 

- pour la dépendance de la vitesse calculée par le D.F. de Greenschield (Fig.2.10) 
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Fig.2.10. Dépendance des paramètres du modèle k, T et de V(x,t) pour le D.F.de Greenschield 
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- pour la dépendance de la vitesse libre et de la densité (Fig.22).  
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Fig.2.11. Dépendance des paramètres du modèle k et T du changement de Vf et de  

 A partir des résultats de (Fig.2.10) et (Fig.2.11) nous pouvons conclure que les 

perturbations non-structurées influencent la valeur du gain statique. Alors que l‟augmentation de 

la vitesse lors de la conduite réduit la valeur du gain statique du modèle de simulation. Quant aux 

performances du modèle pris en considération, nous pouvons conclure qu‟elles diminuent avec 

l‟augmentation des paramètres du modèle de simulation. Ce qui nous amène à une diminution de 

la vitesse de conduite sur la route et une augmentation du nombre de véhicules sur le tronçon 

routier. Nous obtenons alors un système dont les performances et les marges de stabilité sont 

réduites. Ainsi, le système augmente le temps de trajet. Plus on est près de la valeur critique de la 

densité, plus les paramètres du modèle de simulation sont élevés. Comme conséquence, nous 

allons avoir une influence sur la stabilité et sur les performances du système obtenu. Cela 

provoquera une augmentation du temps de parcours du flux de trafic. Alors que pour des densités 

identiques lorsque la vitesse augmente nous constatons une diminution du gain statique et de la 

constante de temps. Cela signifie que les véhicules vont sortir plus vite du réseau et que leur 

temps de passage va diminuer proportionnellement à l‟augmentation de la vitesse. 

 Par la suite, nous allons effectuer une étude temporelle et harmonique du modèle LWR 

soumis à ces perturbations pour observer les différentes situations routières et les différentes 

demandes à l‟entrée du segment de route étudié. Tous les résultats sont obtenus en considérant 

que la densité maximale est égale à  pour max= 120 [véh/km],  cr= 60 [véh/km],  L= 6 [km].

 

 

Nous allons effectuer les études suivantes : 

 

1. Etude temporelle et reconstitution du diagramme fondamentale pour le modèle de 

référence sans perturbations 

2. Etude temporelle et reconstitution du diagramme fondamentale d‟un segment simple de 6 

km avec perturbations internes (paramétrique) et externe (signal de consigne d‟entrée);  

3. Etude fréquentielle d‟un segment de 6 km avec perturbations internes (paramétrique) et 

externe (signal de consigne d‟entrée); 
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4. Etude d‟un segment composé (de grande longueur) à partir d‟un segment simple – segment 

uniforme de 3 km sans perturbation. 

1. Etude temporelle et reconstitution du diagramme fondamentale pour le modèle de 

référence sans perturbations 

 Pour le modèle de référence nous avons effectué une étude temporelle pour valider la 

méthode utilisée par reconstruction du diagramme fondamentale. Pour les calcules analytiques 

nous avons prix le D.F. de Greenschield et dans les différents études effectuées nous avons 

travaillé qu‟avec son parti fluide. Ca nous permettra de valider les démarches analytiques 

choisies. Cette étude ici va aider à pouvoir comparer les résultats obtenus et à valider les atouts 

de la méthode, avec ceux proposé par [Papageorgiou (2008)]. Papageorgiou traite le problème de 

péage routier en indiquant, que pour les processus de redémarrage, lorsqu‟on à un modèles en 

équilibres, on reconstruit que la moitié gauche du diagramme fondamentale. Dans notre cas 

d‟étude il s‟agit de redémarrage après les barrières, mais c‟est analogique dans le cas des feux 

rouge. Sur la figure 2.12.a, nous proposons le modèle reconstruit pour un modèle calculé, quand 

on considère que : Vf=120 [km/h], max=120 [véh/km], L=1 km. Dans le modèle présenté sur la 

fig.2.12.a, nous avons une contrainte de densité, limitée à 35 % de la densité maximale.  
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Fig. 2.12.a. Reconstruction du diagramme fondamentale de Greenschield pour le modèle de 

référence calculé 
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 Dans ce cas là, nous aurons une densité qui ne dépasse pas 42 [véh/km] et un débit qui 

sera limité à 5040 [véh/h]. La même contrainte va être recherchée dans les travaux du Chapitre 4, 

concernant la commande sur le même segment lorsqu‟on a une forte densité en amont du péage. 

A partir du modèle de référence réalisé nous obtenons le résultat de la simulation (Fig.2.12.a) qui 

nous donne le parti fluide du D.F. Sur la figure nous obtenons une augmentation de la densité et 

lorsqu‟on dépasse la densité imposée dans la contrainte, le modèle de simulation tente à revenir à 

sa valeur de contrainte d‟une manière naturelle.  

 A partir des résultats positifs sur la reconstitution du diagramme fondamentale du modèle 

de référence nous proposons la reconstitution du D.F. (Fig.2.12.b) de l‟ensemble de variation des 

paramètres du Tableau.2.2. 
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Fig. 2.12.b. Reconstruction du diagramme fondamentale de Greenschield pour l’ensemble des 

modèles de variation des paramètres 

 

 Les différentes gerbes de caractéristiques sont généralement provoquées par la variation 

des paramètres du modèle, c‟est-à-dire par des perturbations paramétriques. Dans la suite, nous 

allons présenter l‟influence des perturbations externes sur le modèle de flux de trafic. 

 

2. Etude d’un segment simple uniforme de 3 km sous l’influence des perturbations 

externes (de consigne) de type demande sur la voie principale de la route 

 Pour démontrer comment les perturbations externes influencent le comportement du 

système, nous allons appliquer un signal à l‟entrée. Il correspondra à une variation de la demande 

à l‟entrée du segment routier. Nous nous plaçons dans une situation correspondante à une heure 

de pointe (Fig.2.13). 
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Fig.2.13. Schéma structurelle du procédé avec une perturbation externe de type signal – débit 

d’entré sur le segment de la route.  

 Les résultats de cette étude sont montrés (Fig.2.17.a, b et c) pour l‟ensemble des modèles 

selon les perturbations paramétriques proposées. La consigne correspond à une variation du 

nombre de véhicules pendant 300 sec. La vitesse libre change dans l‟intervalle de 80 km/h à 150 

km/h (Vf=120 [km/h] pour le modèle de référence) et les mesures sont effectués en six points de 

x1=1 km jusqu‟à x6=6 km. Respectivement pour des valeurs plus petites de la vitesse, dans le cas 

de la même consigne nous aurons des valeurs plus élevées de la densité de sortie.  
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Fig.2.17.a. Etude temporelle et reconstitution du D.F. d’un modèle simple avec variation 

paramétrique et avec perturbation externe de type signal de charge   
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Fig.2.17.b. Etude temporelle et reconstitution du D.F. d’un modèle simple avec variation 

paramétrique et avec perturbation externe de type signal de charge   
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Fig.2.17.c. Etude temporelle et reconstitution du D.F. d’un modèle simple avec variation 

paramétrique et avec perturbation externe de type signal de charge 

 

3. Etude fréquentielle d‟un segment de 6 km avec perturbations internes (paramétrique) 

et externe (signal de consigne d‟entrée); 

Pour le premier cas d‟étude, nous avons fait une analyse harmonique pour les mêmes variations 

paramétriques. Les résultats sont présentés par le Lieu de Nyquist, Plan de Bode et Diagramme 

de Black-NIchols (Fig.2.18) et nous donne information sur la stabilité du processus et ses marges 

de stabilités. Pour le modèle contraint nous avons une stabilité du processus et la valeur de la 

contrainte assure des vastes valeurs des marges de stabilité.  
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Fig.2.18. Etude harmonique d’un segment simple avec une variation de paramètres et sans 

charge 

 La même étude harmonique est répété pour la deuxième étude quand nous avons la 

présence des perturbations externe de type charge de la fig.2.17.a. Les résultats de simulations 

étant donnés par la Fig.2.19.   
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Fig.2.19. Etude harmonique d’un segment simple avec une variation de paramètres et sans 

charge 

 

 A partir des résultats obtenus sur la fig.2.19 nous observons des marges de stabilité 

réduite. Cependant on peut conclure que dans le cas de force densité le système va perdre sa 

stabilité et ses marges de stabilité. Tout ces raisonnements conditionnent les démarches de 

concevoir une commande (Chapitre 4) qui va tenir la densité dans des limites contraintes et va 

assurer une stabilité et des performances du processus. 

4. Etude d’un segment composé (de grande longueur) à partir d’un segment simple – 

segment uniforme de 3 km sans perturbation (Fig.2.20) 

 Cette étude à pour but de présenter comment construire un segment de grande longueur à 

partir d‟un segment simple. Dans le cas d‟une étude d‟un système de flux de trafic de longueur 

importante, sans varier les conditions sur la route et sa structure, celui-ci peut être représenté à 

partir d‟une succession de segments « simples » (Fig.2.20). 

 pxxG km ,, 05.0

 pxentré ,  pxsortie ,
       pxxGpxxGpxxGpxxG kmkmkmkm ,,,,,,,, 05.005.005.003 

 pxxG km ,, 03

 pxxG km ,, 03

 pxsortie , pxentré ,

modélisation d’un segment de plus grande longueur

avec le même caractéristiques physiques à la base 
d’un segment de longueur L=0.5, [km]

 km L  km   km/h  v km/h f 30;5.01.0;16080 0  

 pxxG km ,, 05.0  pxxG km ,, 05.0

 
Fig.2.20. Schéma structurel d’un segment constitué à partir de segments simples en série  
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 Nous avons effectué une étude d‟un tronçon routier de 3 km dans le cas uniforme sans 

perturbation. Les résultats des simulations sont présentés sur les figures de (Fig.2.19) à 

(Fig.2.20). Chaque tronçon simple a une longueur de 0.5 km. Dans le cas où il n‟y a pas de 

perturbation, nous obtenons six caractéristiques, toutes décalées du temps nécessaires aux 

véhicules pour parcourir un segment simple. Ceci correspond à une situation de référence pour 

laquelle nous avons les mêmes conditions de circulation dans l‟ensemble du tronçon routier de 3 

km (Fig.2.19) à (Fig.2.20). Nous obtenons un modèle de simulation dont le gain statique est le 

même pour chaque segment simple (même densité et vitesse) et d‟une constante de temps 

différente. 

 Dans le cas d‟un tronçon routier de 3 km non-uniforme – les conditions de circulation 

sont différentes dans chaque segment simple (Fig.2.21): 

- d‟une rampe d‟entré sur le quatrième tronçon ; 

- d‟une rampe de sortie sur le quatrième tronçon  

- d‟une rampe de sortie sur le deuxième tronçon et une rampe d‟entrée sur le quatrième 

tronçon ; 

 Pour les segments sans rampe, nous prenons les valeurs initiales suivantes : Vf= 140 

[km/h], =0.4 [-]. Pour les segments avec rampes les valeurs changent selon les indications 

portées sur la fig.2.21. 
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ETUDE D’UN SEGMENT COMPOSE DE 3 km AVEC UNE RAMPE D’ENTRE ET/OU DE SORTIE

POUR LES TRONÇONS SANS RAMPES Vf=140 km/h,  =0.4 [-]

RAMPE D’ENTRE SUR LE 4ème TRONCON DENSITE DE SORTIE SUR CHAQUE TRONCON LIEU DE NYQUIST 
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RAMPE DE SORTIE SUR LE 2ème

TRONCON ET D’ENTRE SUR LE 4ème

DENSITE DE SORTIE SUR CHAQUE TRONCON LIEU DE NYQUIST 
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 Fig.2.21. Réponse indicielle et lieu de Nyquist d’un segment non-uniforme de 3 km avec une 

rampe d’entrée et/ou de sortie  

 

 Pour le segment avec une rampe d‟entrée (modèle perturbé), la valeur de la densité est 

plus élevée que celle d‟un tronçon simple et un gain statique moins élevé que celui d‟un tronçon 

simple. Alors que dans le cas d‟une rampe de sortie sur le segment, sa densité est moins élevée 

que celle d‟un tronçon simple (modèle de référence). 

 Pour conclure sur l‟effet qu‟apporte une rampe d‟entrée et/ou de sortie sur le 

comportement d‟un tronçon routier de 3 km, suite à l‟analyse des caractéristiques temporelles et 

les lieux de Nyquist (Fig.2.21), nous allons avoir, dans le cas d‟une rampe d‟entrée, une 

augmentation de densité dans le segment où la rampe est présente et pour le segment situé en 

aval. A contrario, dans le cas d‟une rampe de sortie, nous allons avoir une diminution de la 

densité dans le tronçon où la rampe est appliquée ainsi que pour les tronçons en aval. Dans le cas 

de deux rampes, une d‟entrée et une de sortie, présents sur différents tronçons d‟un même 

segment, nous observerons une variation de la densité dans les tronçons où les rampes sont 

présentes (Fig.2.21). 
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 Pour le cas étudié d‟un système routier de 6 km avec perturbations, nous avons une 

influence sur la rapidité et sur le retard dans le système. Les résultats temporels de la densité, 

nous démontrent, que pour tous changements des paramètres du modèle. Ceci pour n‟importe 

quelle variation des paramètres et quelle que soit la nature des perturbations.  

 Dans ce chapitre nous avons présenté en premier temps une étude sur stabilité du modèle 

et une reconstitution de la partie fluide du D.F. La reconstitution du diagramme fondamentale 

valide les démarches de la méthode de solution analytique et du modèle de simulation obtenu. 

Dans la suite nous avons présenté un étude de la stabilité et des performances au travers de 

l‟analyse des réponses harmoniques des systèmes, d‟une façon directe par les indices de 

performances du lieu de Nyquist (2D et 3D), des diagrammes de Bode et du plan de Black-

Nichols (2D et 3D). On peut conclure que quelle que soit la perturbation interne, nous aurons 

une influence sur les indices de performances (directes et indirectes) comme suit : 

- la rapidité du modèle est plus grande c‟est-à-dire que la valeur de la constante de temps et 

du retard, dans le modèle, sont plus élevés, en diminuant la valeur de la vitesse. En effet, 

nous pouvons constater que la vitesse se trouve au dénominateur de la fonction du 

modèle de simulation; 

- la valeur finale du gain statique du modèle de simulation diminue avec l‟augmentation de 

la de la densité ; 

- pour les mêmes valeurs de la vitesse mais une densité croissante sur la même section de 

la route nous avons des paramètres du modèle qui diminuent (gain statique, constante de 

temps et retard). Cela correspond à une diminution de la rapidité du procédé ; 

 Pour les mêmes valeurs de la densité mais pour une augmentation de la vitesse nous 

aurons toujours des paramètres qui diminuent dans le temps.  

 

II.5. Conclusion 

 Nous avons montré dans ce chapitre un résultat d‟application de la fonction de Green 

comme méthode d‟étude d‟un système de flux de trafic routier représenté à l‟aide du modèle 

macroscopique LWR. Nous avons obtenu dans un cas stationnaire une fonction retard qui 

dépend des paramètres du système, notamment la vitesse du flux, mais aussi des hypothèses de 

validité du modèle, notamment de l‟espace. Cette méthode nous a permis d‟obtenir une fonction 

de transfert du processus. Celle-ci a pu ensuite être utilisée pour effectuer une analyse du 

processus de flux de trafic routier. La comparaison des résultats obtenus avec la méthode de la 

fonction de Green avec ceux obtenus avec les méthodes numérique montre la cohérence de la 

démarche. Une analyse temporelle et harmonique est présentée. Elle nous renseigne sur la 

distribution des flux de véhicules selon les paramètres du modèle. Plusieurs scénarios d‟études 

ont ensuite été proposés, ils nous ont montré l‟influence des différentes perturbations. La 

reconstitution du diagramme fondamentale nous montre que la méthode analytique de résolution 

et la fonction de transfert obtenue sont cohérent au modèle physique du flux de trafic et surtout 
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qu‟on peut faire des comparaisons avec les modèles obtenu par d‟autre méthodes. D‟une façon 

générale, les perturbations entrainent des variations importantes des conditions de circulation, 

dont les plus fréquentes sont les congestions.  

 Dans les chapitres suivants nous allons associer différentes stratégies de commande afin 

de limiter voire d‟éviter les congestions en aval des barrières de péage. 
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CHAPITRE III: COMMANDE 
 

 

 

Stratégies de commandes des flux de trafic 

routier 
 

III.1. Introduction des systèmes de commande 

III.2. Commandes numériques des processus – méthodes de   

commande simples 

III.2.1. Retour d’état 

III.2.2. Contrôle d’accès 

i. stratégies locales (stratégie Alinea) 

ii. méthodes de commandes coordonnées 

III.3. Commandes numériques des processus - méthodes de 

commande intégrée 

III.4. Commande d’un processus présenté par une fonction de 

transfert dans un système asservi 

III.5. Principe de base de la commande robuste d’ordre non-

entier (CRONE) 

III.6. Analyse et conclusions 

 

 

III.1. Introduction des systèmes de commande 

 Dans ce cas de transport routier on se heurte à différents problèmes de résolution causées 

essentiellement par : 

- des événements inattendus, qui jouent un rôle perturbateur du modèle de trafic et qui 

peuvent générer des congestions pendant un certain temps ; 

- un réseau routier complexe compliquant la résolution du modèle. 

D‟où la nécessité d‟introduire des commandes adéquates s‟opposant aux difficultés et dont 

l‟objectif sera d‟assurer une fluidité du trafic. 

 Comme le modèle que nous avons obtenu correspond à un segment en aval d‟un péage 

routier, les problèmes rencontrés sont le plus souvent liés à l‟augmentation brusque de la densité 

en aval du péage (provoqué par un accident, une forte demande d‟une rampe d‟entrée etc.). Il 

s‟agit donc de mettre en place une commande dans le but d‟imposer à la densité de rester au-

dessous de la valeur critique. Cela conduit également à poser le problème du choix des variables 
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de commande. La valeur à régler est la densité dans le segment en aval du péage qui est 

dépendante de la densité de véhicules venant du péage. En autres thermes, cela est en lien avec le 

nombre de cabines ouvertes du péage et le nombre de véhicules qui passent dans une période de 

temps. Nous avons donc fait le choix d‟agir sur la densité en entrée du péage afin de maintenir la 

densité en aval en dessous de la densité de consigne.  

 Avant de présenter comment nous avons réalisé cette commande, nous avons choisi de 

présenter les différentes étapes de conception d‟une commande dans le cas général. Nous avons 

présenté, dans le chapitre précédent, l‟organigramme de principe d‟une modélisation d‟un 

processus réel. Nous présentons ci-dessous l‟organigramme des différentes étapes d‟étude d‟une 

commande d‟un processus quelconque (Fig.3.1). 

SortiesSystème réelEntrées 

Modélisation On dispose d’une 
représentation mathématique 

du système étudié

Commande

Choix d’une loi de 
commande

Synthèse d’une loi de 
commande

Validation de la 
commande

Performances 
conformes aux 

objectifs

Fin 

si oui

si non

Objectifs de la 
commande

 

Fig.3.1. Organigramme de différentes étapes d’un projet de commande, suite des étapes du 

principe de la modélisation d’un processus réel 

 La mise en œuvre d‟une commande peut passer par des méthodes analytiques ou 

numériques intégrant une ou plusieurs contraintes. Les premières méthodes utilisent des lois de 

commandes linéaires dont il est possible d‟en effectuer la synthèse sur la base de la connaissance 

de la fonction de transfert du procédé. Les secondes méthodes utilisent des représentations 

discrètes du modèle du procédé et des lois de commandes. Nous allons présenter ci après 

l‟approche de commande que nous avons testée dans le cas des systèmes de flux de trafic routier. 
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Notre choix s‟est porté sur la mise en œuvre d‟une Commande Robuste d‟Ordre Non Entier 

(CRONE).  

 

III.2. Commandes numériques– modèles de commande simple : 

 Il existe plusieurs types de commandes numériques, utilisées pour la correction des 

systèmes de flux de trafic routier, notamment dans le cas du contrôle des voies rapides. Un 

rappel des méthodes numériques existantes parmi les plus importantes est présenté ci-dessous. 

III.2.1. Commande par retour d’état 

 Stratégie de commande par «retour d’état» - on utilise un retour d‟état linéaire pour 

contrôler le flux à l‟aide de la fonction d‟occupation. L‟objectif de cette stratégie de contrôle 

(3.1) est d‟annuler la différence entre la valeur de l‟occupation et sa valeur critique.  

        

        tqtqtooKtr
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


    (3.1) 

  0lim  crt       

La différence   croto   représente une fonction exponentielle. L‟équation de la commande est 

ajoutée [Kachroo, Krishen 2000] de la façon suivante (3.2) : 
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 La condition (3.1) est satisfaite, elle montre que l‟occupation est fonction d‟un retard 

(3.3). 

            kteototkoto  0
    (3.3) 

Les équations (3.1, 3.2 et 3.3) se transforment en (3.4) : 
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Le schéma structurel (Fig.3.2) obtenu à partir de (3.1) – (3.4) est représenté ci-dessous : 
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  Fig. 3.2. Schéma structurel de la stratégie de commande par retour d’état  
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II.2.2. Commande par contrôle d’accès 

 La méthode de commande simple par contrôle d‟accès peut être réalisée à l‟aide de 

différentes techniques de régulation : régulation par aménagement de l‟accès, régulation par 

barrière et régulation par feux. Nous montrons ci-dessous la régulation par feux, divisée en deux 

grands groupes de stratégie : de régulation locale et de régulation coordonnée (Fig.3.3) : 

Commande par contrôle d’accès

1. Aménagement de l’accès 

2. Régulation par barrière 

3. Régulation par feux 

Stratégies

locales

Stratégies

coordonnées 

Capacité de

demande 

Taux

d’occupation  
ALINEA SCOOT (W&J) RWS

ALINEA

SYNCHRONISE
METALINE  

RWS

COORDONNE  
 

  Fig.3.3. Stratégies de commande par contrôle d’accès 

 Pour chacune de ces commandes, il est important de satisfaire les exigences de:  

- diminution de la capacité sur la rampe d’entrée – réduction de la demande de la rampe 

et de sa vitesse ; 

- mise en place des barrières amovibles – ferment provisoirement l‟accès de la rampe; 

- mise en place des feux – qui vont interrompre périodiquement le flux venant de la 

rampe. La durée du cycle conditionne la fréquence du nombre de véhicules passants 

pendant la phase verte. Il faut ajouter la condition du minimum de véhicules entrants sur la 

voie rapide en limitant le temps de la phase verte.  

i. Stratégies locales de contrôle d’accès – ALINEA : 

 ALINEA est une commande par contrôle d‟accès dont le principe consiste à maintenir le 

débit de sortie d‟une section de route principale à une valeur optimale en mesurant le taux 

d‟occupation en aval d‟une rampe d‟accès en concordance avec les conditions de circulation (ocr 

- oout(k-1)) et en agissant sur le flux entrant de cette rampe [Papageorgiou (1991)]. Une valeur 

optimale du débit est définie à partir du D.F. correspondant à la consigne. Le volume de 

l‟occupation est utilisé pour calculer le flux de la rampe d‟entrée implémenté dans la période 

suivant r(k). L‟expression du flux de la rampe d‟entrée est présentée par la relation (3.5) 

[CERTU (1997)], [Papageorgiou (1991)], [Papageorgiou et al. (2003)], [Papageorgiou et al. 

(2006)], [Kachroo et al. (1998)]. Cette régulation correspond dans la théorie de l‟asservissement 

et de la régulation à un correcteur de type I (intégrateur) du système en Boucle Fermé (B.F.) 

[Izermann (1981)] :  

 

      11  kooKkrkr outcrR

  

 (3.5) 

 

 Il y a deux démarches de contrôles permettant de diminuer les congestions sur la section 

de route principale. La première démarche consiste en un contrôle du volume de véhicules qui 
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sont sur le point d‟entrer sur cette voie principale. La demande sur la voie principale est 

maintenue inférieure à la valeur maximale de l‟occupation. La deuxième démarche repose sur le 

contrôle de la vitesse des véhicules situés sur la voie principale en amont de la rampe d‟accès. 

Cette même stratégie décrite sous forme discrète est présentée dans l‟annexe 4. 

 Stratégie « capacité de la demande »  

 Il s‟agit d‟une stratégie de commande d‟un système en Boucle Ouverte (B.O.). Une 

mesure du flux de véhicules est effectuée au niveau de la rampe d‟entrée sur la voie principale 

(3.6) par contrôle de la file d‟attente. La contrainte, d‟une file d‟attente minimale, est ajoutée où 

rmin, est le flux venant de la rampe dont le but est d‟aider à la dispersion de la congestion.  

 
     

 








crout

croutin

okosir

okosikqkr
ku

,

,1

min

   (3.6) 

 Stratégie «contrôle de la vitesse » 

 Elle s‟effectue en utilisant des panneaux à messages variables (PMV) informant les 

véhicules des conditions de circulation en aval. Dans le cas de l‟apparition d‟une congestion, 

l‟objectif est de limiter la vitesse de circulation des véhicules situés au niveau des PMV afin 

d‟assurer un écoulement plus fluide des véhicules situés en aval et de leur permettre de revenir à 

un état d‟équilibre.  

 Stratégie «routage dynamique» 

 Cette stratégie repose sur un choix de chemin proposé aux véhicules en utilisant des PMV 

ou une technique GPRS. Les conducteurs sont informés des conditions de circulation en aval de 

leur position actuelle. Ils peuvent ainsi choisir de suivre un itinéraire plus long ou plus court avec 

des densités différentes (Fig.3.4). 

qentée (x,t)

Faible densité avec longue distance

Haute densité avec courte distance

Contrôle d’accès
Stratégie « Routage dynamique »

PMV

 

Fig. 3.4. Schéma de principe de la stratégie «routage dynamique » du contrôle d’accès 

ii. Stratégies coordonnées du contrôle d’accès: utilisent plusieurs stratégies de 

contrôle d‟accès simple coordonnées 

 Stratégie « contrôle prédictif » [Kotsialos et al. (2001)], [Hegyi (2005)]. Il s‟agit d‟une 

approche appliquée pour les modèles macroscopiques du 2
ème

 ordre (modèle METANET). Elle 

est basée sur la construction d‟un modèle de réseau sous la forme d‟un graphe. Un nœud est créé 
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dans le modèle du réseau dès qu‟il y a un changement dans la géométrie de la route. La voie 

principale est divisée en tronçons, chacun possédant ses propres caractéristiques (densité, vitesse 

et flux). METANET fait partie de ce groupe car ce principe de commande  utilise le contrôle de 

la vitesse en amont et le contrôle de la densité en aval. Pour un segment (Fig.3.5) les équations 

des nœuds sont donnés par les équations (3.7) et (3.8) : 





In

Nn kqkq


 )()( ,
              (3.7) 

)()()( ,, kqkkq nmnom                (3.8) 

 
Lien entrant Lien sortant 

Premier segmentDernier segment

Dernier segment 

omN
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oq

m
Lien entrant Lien sortant 

Premier segmentDernier segment

Dernier segment 

omN

om

oq

m

 
Fig.3.5. Le nœud comme un élément de la structure de l’autoroute 

où qn(k)est le flux total qui entre dans le nœud n pendant la période k ; In est l‟ensemble des liens 

du nœud n ; n,m(k) est la fraction du flux  total traversant le nœud n qui passe par le lien m ; qm 

est le flux qui sort du nœud n vers les liens m ; le lien m est l‟un des liens sortant de n (Annexe 

4). 

 Stratégie METALINE – c‟est une généralisation de la stratégie ALINEA. Elle repose 

sur le contrôle d‟une section de route par le calcul simultané des débits sur tous les accès en 

fonction du taux d‟occupation mesuré en tout points de l‟espace. Le résultat est une optimisation 

du temps de passage des véhicules sur la voie principale et sur les rampes. 

II.3. Commandes numériques des processus du flux de trafic – modèles de 

commande intégrée  

 Il s‟agit d‟une combinaison entre deux ou plusieurs types de commandes simples qui 

peuvent intégrer plusieurs contraintes. La réalisation est plus difficile mais elle est plus efficace :  

o Commande par rampe et par limitation de la vitesse ; 

o Commande par rampe et par guidage automatique ; 

o Commande par rampe et par commande du débit sur la voie principale. 

 Les commandes numériques mentionnées ci-dessus sont toutes des commandes par 

rampe d‟accès. Elles ont montré leurs performances dans le domaine du transport. Cependant ces 

dernières années, dans le cadre de la régulation des processus non-linéaires d‟autres approches 

ont été développées basé sur l‟algèbre différentielle qui prend en considération les propriétés 

dynamique du processus lors de l‟élaboration de la commande. L‟algèbre différentielle est basée 

sur la théorie de la platitude (Annexe 4). La commande conduit à suivre une trajectoire (de la 

vitesse ou de la densité) en dépendance de la variable de commande [Fliess M. et al. (1992)], 

[Fliess M. et al. (1995)], [Abouaissa H. et al. (2006)]. 
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II.4. Commande des processus distribués en utilisant les méthodes 

analytiques 

 Dans cette approche de commande basée sur une représentation du système de flux de 

trafic sous forme de fonction de transfert, la synthèse du correcteur revient à déterminer ses 

paramètres. Les paramètres de ce correcteur dépendent du procédé. Le flux provenant d‟une 

rampe joue le rôle d‟une perturbation qui tend à augmenter la densité de véhicules en aval. Un 

système de flux de trafic est un procédé soumis à différentes perturbations qui peuvent conduire 

à des situations de circulation congestionnées. Il s‟agit donc d‟assurer non seulement une 

stabilité du processus, mais aussi de permettre au système d‟atteindre des performances 

suffisamment robustes. Différentes approches de commande robuste existent, nous pouvons 

citer : la commande à modèle interne, la commande prédictive, la commande optimale, la 

commande d‟ordre non-entier etc. Pour le type de système, objet de notre étude, il est nécessaire 

de mettre en place une commande robuste aux variations des paramètres du processus, car les 

commandes classiques (de type PID) ne permettent pas d‟obtenir des performances suffisantes 

pour l‟ensemble du champ de variation des paramètres (Chapitre.II). Afin de mieux saisir la 

nécessité de mettre en place une commande robuste dans ce domaine d‟application, il est 

nécessaire de rappeler quelques définitions et de présenter la nature distribuée des systèmes de 

flux de trafic. 

 Dans l‟étude des systèmes distribués on se heurte souvent à plusieurs difficultés de 

résolution, d‟analyse et d‟étude de la stabilité, car ils possèdent plusieurs points d‟équilibre. Les 

systèmes de flux de trafic ont la caractéristique de présenter un changement non interrompu des 

paramètres du modèle - densité, vitesse, débit et position dans l‟espace. Il y a un déplacement 

continu du point de fonctionnement lorsque les paramètres changent sous l‟influence de 

phénomènes externe et interne. De plus la modélisation de ces systèmes restant très approchée 

cela entraîne une grande incertitude sur leur état réel. Le principe d‟incertitude s‟exprime par la 

méconnaissance des paramètres (débit, densité et vitesse) qui s‟apparentent à des perturbations 

(Fig.3.6) [Nikolov E. (2003)]. 

 L‟influence qu‟ont ces perturbations sur les systèmes étudiés et leurs points d‟apparition 

sont présentés respectivement sur la (Fig.3.6) et (Fig.3.7) :  
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Fig.3.6. Schéma de l’origine des incertitudes présentes dans le modèle (due à la variation des 

paramètres) 
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Fig.3.7. Points d’application des perturbations dans le schéma structurel d’un système de 

commande  

 L‟influence des perturbations dans le système provoque une incertitude dans le modèle 

du procédé. Elle est toujours observée dans un domaine de variation des paramètres limité selon 

les propriétés physiques du système routier selon :  

 la limite de vitesse ; 

 la densité critique ; 

 la densité maximale ; 

 l‟offre et la demande ; 

 la longueur du tronçon routier étudié etc.  

Pour le système routier étudié, nous pouvons avoir plusieurs ensembles (domaines) de variation, 

définis par des contraintes associées aux modèles macroscopiques comme :  

 la limitation de vitesse entre deux bornes inférieure et supérieure pour les voies 

rapides (entre 60 km/h et 130 km/h) ; 
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 la densité des véhicules qui peut varier entre zéro et une valeur maximale (d‟un 

segment vide jusqu‟à son occupation maximale) ;  

 le débit qui suit une demande prédéfinie selon les heures de pointes journalières, 

hebdomadaires, annuelles, saisonnières etc. 

 

i. Stratégie des systèmes de commande robuste 

 L‟objectif de base pour concevoir un système robuste dans le cas des flux de trafic routier 

est d‟assurer un comportement idéal pour le système évitant les congestions tout en minimisant 

les incertitudes. Le système doit donc avoir des propriétés robuste pour :  

- éviter le changement des paramètres, en appliquant une stratégie de commande avec 

compensation paramétrique ; 

- négliger et s‟opposer aux perturbations et bruits, en appliquant des stratégies de 

commande robuste d‟ordre non-entier.  

Il y a différentes stratégies de contre réaction aux perturbations (Fig.3.8) qui nécessitent 

d„orienter le problème de synthèse vers celui d‟une commande robuste qui doit s‟opposer à toute 

incertitude dans le modèle. 

Influences (perturbations) 
qui provoquent les incertitudes

• changeant - la densité, le débit et la vitesse,
la structure du modèle

• présenté comme des signaux externes
d’entrées et de sortie

Méthode de synthèse

robuste

Méthode de synthèse

non-entier

Méthode de compensation

paramétrique

Méthode d’absorption

des bruits

Stratégie de commande
s’opposant à l’incertitude 

Méthodes de contreréaction 
aux incertitudes

Système de commande

robuste

Système de commande

non-entière

Système de commande avec

compensation paramétrique

Systèmes  de commande

absorbable des perturbations

Méthode de synthèse

à modèle interne inverse 

Système de commande

inverse

Méthode de synthèse 

à retour linéaire 

Système de commande

à retour d’état
 

Fig.3.8. Stratégies de rejet des perturbations 

ii. Incertitude 

 Dans le domaine de l‟automatique on cherche toujours à avoir des modèles avec la plus 

grande exactitude. Cependant, cette connaissance exacte n‟est en général pas vérifiée ce qui 

engendre des incertitudes de modélisation. Il faut donc assurer une certaine robustesse au 

modèle, c‟est-à-dire garantir les propriétés désirées pour toute la famille de systèmes autour du 
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modèle de référence (nominal). Dans sa nature chaque signal, bruit, charge ou consigne sont 

ceux qui influencent le processus [Nikolov E. (2005)], [Labit Y. (2007)]. Le type des 

perturbations, leurs points de fonctionnement et surtout le type d‟incertitudes provoqués sont 

présentés sur la figure (Fig.3.9). On distingue deux grands groupes de perturbations pour le 

modèle – externes (structurées) et internes (non-structurées). 

Les deux groupes d‟incertitudes sont divisées comme suit: 

- Incertitudes provoqué par des signaux – structurées – bruit aléatoire ou 

signal d‟onde (signal dont la forme est connue a priori) (Fig.3.9) 

t

y(t)

t

y(t)

t

y(t)

t

y(t)

t

y(t)

 
Fig.3.9. Bruit aléatoire ou signaux d’ondes qui provoquent l’incertitude dans le modèle du 

procédé du système 

 

- Incertitudes provoquées par des paramètres ou constantes (non-structurées) 

– elles sont de type : additives, séries ou multiplicatives (directes ou 

inverses) en entrée ou en sortie du modèle nominal du procédé (Tableau.3.1) 

 Tableau.3.1 

Perturbations
paramétriques 
additives

Perturbations
paramétriques  en série

Perturbations
paramétriques  
multiplicatives 
directes

Perturbations
paramétriques 
multiplicatives 
inverses

*GGLa 
*

*

G

GG
Ls




*

*

G

GG
Lm




*

*

G

GG
Lm




G*(x,x0,p) 
procédé nominal 

(flux de trafic)

La 

perturbation
paramétrique

additive

G(x,x0,p) - procédé perturbé

G*(x,x0,p) 

procédé nominal

(flux de trafic)

Ls

perturbation
paramétrique

en série 

G(x,x0,p) - procédé perturbé

G*(x,x0,p) 
procédé nominal 

(flux de trafic)

Lin

perturbation
paramétrique

multiplicative

G(x,x0,p) - procédé perturbé

G*(x,x0,p) 
procédé nominal 

(flux de trafic)

Lout

perturbation
paramétrique

multiplicative

G(x,x0,p) - procédé perturbé

 

 Les différents types de perturbations qui influencent les systèmes sont montrés 

graphiquement par le lieu de Nyquist (Fig.3.10) avec son ensemble de modèles linéaires 

(système multi modèles). Chaque circonférence de la figure (Fig.3.10), présente l‟ensemble de 

points que le système de référence peut avoir lors de la variation des paramètres pour une valeur 

de la fréquence. Dans chaque circonférence il y a un ensemble d‟états du système de référence et 

des systèmes perturbés (Fig.3.10). 
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Fig3.10. Analyse de stabilité robuste dans le plan de Nyquist d’un système de commande 

présentée sous forme d’un système multi-modèle linéaire (statique ou astatique) avec son modèle 

de référence et ses modèles perturbées  

 

iii. Critères, stabilité et performances robustes des systèmes 

 Le critère de base dans un système de commande robuste est de garantir les performances 

souhaitées dans le cas des systèmes incertains (perturbés). Ici il faut chercher à étudier non 

seulement les performances classiques (stabilité, précision, rapidité etc.) avec leurs indices 

obtenus à partir des systèmes de commandes classiques (stabilité, coefficient d‟amortissement, 

dépassement, temps de montée, marge de gain et marge de phase etc.) mais également les 

performances robustes des systèmes perturbés (3.4), [Nikolov E. (2003)] - stabilité robuste et 

performances robustes (Fig.3.10). Ces deux dernières, représentées par deux fonctions 

supplémentaires : de sensibilité, qui nous donne la réponse du système en boucle fermée (3.10.a) 

et de sensibilité complémentaire, qui correspond à la fonction de l‟erreur (3.10.b). Les propriétés 

robustes sont importantes dans le cas d‟une incertitude du modèle du procédé. Elles sont définies 

pour un ensemble (domaine) Π de variation des paramètres (3.9) avec son modèle nominal 

G
*
(jω), ses modèles perturbées G(jω) (incertains) et un modèle qui va être le plus perturbé 

G■((jω)) pour lequel les paramètres du modèle (débit, densité, vitesse, longueur de la route) vont 

varier le plus (Chapitre.II). La différence entre les paramètres du modèle nominal et du modèle 

perturbé forme l‟ensemble des fonctions de perturbation additives La(j) (3.11.a) et 

multiplicatives (ou en série) Lm(j) (3.11.b) [Nikolov E. (2005)]. Cela équivaut à définir un 

système multi-modèle. Une étude fréquentielle du système en boucle fermée a été réalisée dans 

laquelle les deux fonctions (3.10.a) et 3.10.b) définissent les propriétés et les performances 

robuste du système sous les conditions (3.11.a) et (3.11.b) satisfaites par le signal d‟entré du 

système, le retour d‟état et l‟erreur. Les conditions de robustesse d‟un système de commande 

sont alors données par les relations (3.9) – (3.14.b). 
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 Graphiquement la performance et la stabilité robuste sont présentées en général dans les 

plans de Nyquist (Fig.3.11) et de Black-Nichols. 
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 Nous pouvons présenter le système nominal en boucle ouverte par W*(jω), le système le 

plus perturbé par W■(jω) et les autres modèles perturbés par W(jω) de l‟ensemble de variation 

des paramètres du modèle du système (3.12) :  
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 La condition de stabilité robuste pour un système incertain impose que pour chaque 

fréquence des réponses harmoniques du système nominal en boucle ouverte et tous les ensembles 

de systèmes perturbés ne doivent pas entourer le point de Nyquist (-1, j0). A partir de cette 

remarque nous pouvons construire un ensemble de variation des paramètres pour chaque 

fréquence, le plus souvent représenté par une circonférence, en prenant en compte le système 

nominal (le centre de la circonférence) et le système le plus perturbé (sur l‟extrémité). L‟écart 

constaté donne le rayon de la circonférence. Cet écart donne également la valeur et la nature de 

la perturbation.   

Dans le cas de notre étude nous allons utiliser un modèle de perturbation additive pour 

l‟analyse robuste du système. Il faut donc établir le modèle le plus perturbé qui nous servira de 

référence pour la synthèse robuste qui s‟en suivra. Pour toutes variations des paramètres du 

système si le modèle le plus perturbé satisfait les conditions (Fig.3.10) et (Fig.3.11), cela 
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permettra d‟affirmer que pour n‟importe quelle perturbation tous les modèles de cet ensemble 

satisferont aux conditions imposées pour chaque valeur de la fréquence  є [0,∞).  
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Fig.3.11 Critères de stabilité et performance robuste pour un système statique et astatique  

 La synthèse robuste apparait comme une succession de circonférence (3.13.b) et (3.13.a). 

Les conditions de stabilité robuste (3.14.b) et de performance robuste (3.14.a) des systèmes en 

boucle ouvert et fermé s‟exprimes donc de la façon suivante : 
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 La solution analytique recherchée devra être appliquée à un segment en aval d‟un péage 

routier, elle sera conforme à une approche de commande de type CRONE [Oustaloup et al 

(1998)]. Cette commande a déjà éprouvé pour d‟autres types de procédés complexes (systèmes 

énergétiques, processus mécanique et technologiques) [Oustaloup A. (1991)], [Nikolov E . 

(2004)], [Canat (2005)], [Uzunova M., Jolly D. (2006)]. il s‟agira ensuite d‟en vérifier les 

performances dans le cas des systèmes de flux de trafic routier. 

 Avant de réaliser la synthèse d‟une telle commande nous allons présenter les propriétés 

du modèle en termes de robustesse relativement aux variations de ses paramètres. 

Perturbation
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paramétrique 

+
- variable de

commande
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chargeconsigne 

 
Fig.3.12. Schéma structurel d’un système de commande de flux de trafic routier  

 Le schéma structurel du système de commande est présenté (Fig.3.12). Si le tronçon 

routier  est uniforme sa fonction de transfert équivalente est le modèle pris comme référence. Si 

la structure ou les conditions de circulation changent, le modèle équivalent sera appelé modèle 

perturbé. 

 Le résultat de la modélisation obtenu à partir de cette approche par les fonctions de 

transfert comparé aux résultats obtenus à partir des méthodes numériques montre une 

ressemblance avec le modèle METANET basé sur le modèle des liens et des nœuds. Chaque lien 

dans le modèle METANET représente un segment de la route. La stratégie METANET avec sa 

structure nodale utilise la discrétisation spatio-temporelle du schéma de Godounov pour la 

résolution du modèle. La modélisation analytique que nous proposons est basée sur le même 

principe, elle fait apparaître une série de fonctions de transfert chacune relative à un tronçon d‟un 

segment routier (Chapitre.II). Un segment peut ainsi être décomposé en plusieurs tronçons 

(liens) supportant des fonctions de transferts identiques ou différentes. Les résultats de la 

modélisation présentés dans le chapitre.II montrent que chaque fonction de transfert correspond à 

un tronçon qui peut être uniforme (modèle de référence) ou non-uniforme (modèle perturbé) 

avec rampe d‟entrée/sortie, rétrécissement etc. 

Dans la suite de ce chapitre nous allons décrire le principe adopté de la commande 
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robuste d‟ordre non entier pour la régulation du modèle macroscopique LWR du flux de trafic. 

Un exemple d‟étude sera présenté dans le chapitre suivant (Chapitre. IV). 

III.5. Principe de base de la Commande Robuste d’Ordre Non-Entier 

(CRONE)  

 Un système de flux de trafic routier est soumis à différents types de perturbations 

(Tableau.4.1) qui modifient les conditions de circulation routière. L‟influence des perturbations 

est exprimée par la variation des paramètres de la fonction de transfert du procédé. Le but de la 

commande CRONE est de rejeter ces perturbations et d‟en diminuer leur influence notamment, 

en termes de performance [Oustaloup A. (1994)] et [Oustaloup A. (1995)]. Les algorithmes non-

entiers ne peuvent pas être appliqués sous forme directe lorsque les systèmes sont représentés par 

des fonctions irrationnelles, dans ce cas il convient de transformer les modèles qui doivent être 

rationnalisés. Plusieurs approches de développement et d‟approximation des algorithmes non 

entiers (Annexe 5) donnent des résultats similaires parmi lesquels on peut citer : 

- L‟approximation avec fractions enchainées continues (A.5.7) 

- L‟approximation avec couple de polynômes non-symétriques (A.5.9) et (A.5.10) 

- L‟approximation d‟une fonction de type (A.5.11) 

- L‟approximation de la α
-ème 

racine : on reçoit un polynôme basé sur les relations (A.5.12) 

- L‟approximation CRONE d‟Alain Oustaloup  - approximation polynomiale récursive 

III.5.1. Méthode d’approximation CRONE 

 Alain Oustaloup propose une méthode fréquentielle d‟approximation des algorithmes 

non-entier à partir de laquelle a été développée la commande CRONE. Une approximation des 

algorithmes classiques – intégrateur, différentiateur, intégro-différentiateur non-entiers est 

possible en utilisant des séries polynomiales, quelles soient symétrique ou non-symétrique. La 

commande CRONE assure une stabilité et une performance robuste du système. La méthode 

montre qu‟il existe un lien entre la dérivation (respectivement intégration) non-entière et 

récursive. La méthode repose sur la réponse fréquentielle récursive du système avec une 

distribution récursive des zéros et les pôles [Oustaloup A. et al. 1999], [Canat 2005] (4.24). Une 

correction du comportement du système est réalisée en ajoutant des zéros et des pôles dans la 

boucle de commande. L‟algorithme permet de créer un intégrateur (respectivement un 

différentiateur ou intégro-différentiateur) non entier en le représentant par une suite de cellules 

rationnelles d‟intégro-différentiateurs (ID) en utilisant la relation (3.14). 
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 Pour obtenir les paramètres fréquentiels des polynômes du numérateur et du 
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dénominateur de chacune des cellules [A. Oustaloup 1998] on utilise la relation (3.15) 
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 La méthode d‟obtention des algorithmes rationnels des régulateurs non-entiers est basée 

sur le critère d‟invariance des marges de stabilités (les marges de gain et de phase qui sont 

observées dans les plans de Nyquist, de Bode et de Black-Nichols), les conditions de 

performance (3.14.a) et de stabilité (3.14.b) robustes du système. On utilise un modèle 

polynomial de type cellulaire, en utilisant n-nombre de cellules de type ID, dont le rôle est 

d‟obtenir une enveloppe fréquentielle (Fig.3.13) pour laquelle les marges de stabilités sont 

invariantes. Cette enveloppe est connue le plus souvent comme un gabarit vertical (dans le plan 

de Black-Nichols) et un gabarit horizontal (sur le diagramme de Bode). Il se représente comme 

une droite (entre les deux limites fréquentielle) sur le lieu de Nyquist. Ce gabarit est caractérisé 

par une valeur prédéfinie de la phase du régulateur qui dépend du rapport fréquentiel de chaque 

cellule, de l‟ordre non entier de synthèse du régulateur et par sa largeur qui dépend 

proportionnellement du nombre de cellules utilisées. Le résultat montre un même profil de la 

phase du régulateur pour chaque cellule qui présente un simple décalage (Fig.3.14) pour un 

intégrateur et ainsi que pour un algorithme PID. 

 Les algorithmes robustes non entiers présentent un rétrécissement autour de leur 

fréquence de coupure, ce qui augmente les performances et la stabilité robustes du système pour 

toute variation des paramètres. 

 

III.5.2. Conditions et paramètres de base de la méthode 

d’approximation 

Les conditions initiales de synthèse sont liées à la connaissance : 

1. de la valeur de la fréquence de coupure du modèle du procédé - ωu; 

2. du nombre de cellules qui permet d‟approximer la fonction non-entière - N; 

3. de la valeur de l‟ordre de l‟approximation - α; 

4. de la constante de normalisation pour obtenir la fréquence réduite - С. 

Les paramètres de l’approximation sont : 

1. les valeurs des fréquences de chaque cellule –  ω‟i ,  ωi ;  

2. la marge de phase – Fm;  

3. le facteur de résonance – Q; 

4. l‟ordre non-entier – α.  

Pour cette approximation on établit un gabarit fréquentiel symétrique  (entre les marges de 

fréquences basse et haute) autour la fréquence de coupure (Fig.3.13) du modèle du procédé 

définissant ainsi le gabarit généralisé (Fig.3.14). Tout cela amène le système à avoir une 
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invariance des marges de stabilité pour ce gabarit. Cette invariance assure les propriétés robustes 

du modèle et aide à rejeter les perturbations. 
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0 ω
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Fig. 3.13. Gabarit fréquentiel symétrique 
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Fig. 3.14. Diagramme de Bode d’un algorithme non-entier I et PID, approximation avec 6 

cellules de type intégro-différentielle 

III.5.3. Approche de résolution - propriétés et synthèse d’un correcteur 

CRONE sur la base d’une approximation polynomiale récursive (cellules ID) 

La conception de l‟approximation est basée sur les relations de (3.17) à (3.20) 
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 Pour choisir les paramètres initiaux de synthèse nous avons réalisé une étude de variation 

des paramètres de la commande CRONE et vérifié leur influence sur les propriétés du système. 

A partir des résultats (Fig.3.15) et (Fig.3.16) nous pouvons constater que l‟argument du système, 

sa marge de phase et son facteur de résonance dépendent du choix de l‟ordre non-entier dans la 

synthèse. 
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Fig.3.15. Diagramme de Bode d’un régulateur intégral non-entier, approximation avec k 

cellules de type intégro-différentielle 
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Fig.3.16. Diagramme de Bode d’un régulateur intégral non-entier, approximation avec k 

cellules de type intégro-différentielle 

 L‟approche de commande CRONE qui a été présentée ci-dessus, a été appliquée sur le 

modèle macroscopique LWR de flux de trafic routier (3.17)-(3.20) (Fig.3.15) et (Fig.3.16). La 

conception de la méthode de synthèse est présentée dans le dernier chapitre dans le cas d‟un 

segment routier à la sortie d‟un péage dans le but de contrôler la densité de véhicules dans les 

segments en aval. 
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III.6. Analyse et conclusions  

 Nous avons présenté dans ce troisième chapitre l‟intérêt de concevoir un système de 

commande pour que celui-ci puisse répondre aux problèmes de trafic routier et satisfaire les 

besoins du réseau et des usagers. Tout d‟abord nous avons fait un rappel des commandes 

connues, souvent utilisées dans le cas des modèles macroscopiques. Par la suite nous avons 

présenté la nécessité de concevoir un système de commande robuste, d‟où notre choix de 

développer une commande CRONE dans ce cadre applicatif. Nous avons rappelé la théorie de 

l‟incertitude et des perturbations replacées dans le cadre des systèmes de flux de trafic routiers. 

Nous avons mis plutôt l‟accent sur les conditions et les exigences que notre système de 

commande doit satisfaire et les moyens de rejeter les perturbations. Le chapitre se termine par 

une présentation de la conception de la commande robuste d‟ordre non entier, qui sera 

développée et appliquée dans deux cas d‟études (deux systèmes de commande) dans le chapitre 

suivant. 
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CHAPITRE IV: APPLICATION CRONE POUR 

LA COMMANDE DES FLUX DE TRAFIC 

ROUTIER 
 

Etude et analyse des systèmes de  

CONCEPTION, MODELISATION, ANALYSE, 

SIMULATION  
IV.1. Conception, critère et algorithme d’un système de commande 

robuste d’ordre non entier (CRONE) – description et analyse  

 IV.1.1.  Système CRONE avec prédicteur de Smith 

 IV.1.2. Système CRONE avec prédicteur de Smith et filtre de 

compensation 

IV.2. Application des commandes non-entières : avec prédicteur de 

Smith et avec une compensation du retard  pour le flux de trafic routier 

 IV.2.1. Obtention de l’algorithme du régulateur – pour le système de 

commande CRONE 

 IV.2.2. Obtention de l’algorithme du filtre – pour le système de 

commande CRONE  

IV.3. Schémas technologiques 

 IV.3.1. Pour la commande d’un segment simple 

 IV.3.1. Pour la commande d’un segment composé – système en 

cascade 

IV.4. Résultats de simulation 

 IV.4.1. Analyse d’un segment simple avec des perturbations externes 

 IV.4.1.1. Système CRONE avec prédicteur de Smith 

 IV.4.1.2. Système CRONE avec prédicteur de Smith et Filtre de 

compensation 

 IV.4.1.3. Comparaison entre les deux commandes 

 IV.4.2.Analyse d’un segment composé - système en cascade avec une 

commande CRONE avec prédicteur de Smith et filtre de compensation  

IV.5. Conclusions 

 

 

 Le travail présenté dans ce manuscrit s‟articule autour de deux parties : la modélisation et 

la commande. Nous avons présenté l‟objectif de la modélisation dans les chapitres précédents et 

les  besoins d‟étudier une commande, notamment une commande robuste de type CRONE. 

Celle-ci, a pour objet d‟assurer la stabilité et les performances robustes du trafic en aval d‟un 

péage routier, en mesurant la densité, le débit et la vitesse. Les conditions de circulation routière 

à partir desquelles sont élaborées les lois de commande sont données par la densité de véhicules 

observée dans les segments en aval du péage. La commande agit sur le nombre de cabines de 

péage ouvertes aux conducteurs et sur leur temps de passage. La rétention des voitures en amont 

du péage assure une diminution de la densité en aval, dans le cas d‟une forte demande sur la voie 



 
82 

principale. 

L‟objectif de la commande est d‟assurer que le processus soit toujours dans un état stable 

avec une densité de véhicules au-dessous d‟une valeur critique, sans tenir compte des différentes 

perturbations et de leurs influences. Ceux-ci apparaissent sous forme d‟une variation des 

paramètres du modèle et/ou de sa structure. En général les perturbations agissent sur le système 

comme le font les signaux d‟entrée (qui vont changer la densité de véhicules dans le segment 

routier). Ils apparaissent souvent en différents points dans le schéma structurel du système 

asservi. Ils peuvent se présenter comme des rampes, des rétrécissements, des fermetures de 

voies, des accidents etc. La nature distribuée du modèle du trafic, ainsi que les perturbations qui 

provoquent des modifications dans les conditions de circulation justifient la nécessité de mettre 

en place une commande robuste. Dans ce chapitre nous allons traiter un exemple de calculs et de 

simulation en se basant sur les méthodes et les analyses proposées dans les chapitres précédents. 

 Nous proposons deux schémas structurels pour le contrôle d‟un segment en aval d‟un 

péage routier basé sur des structures classiques de commande avec prédicteur de Smith et filtre 

de compensation [Ingimundarson A. et al. (2001)], [Normey-Rico J.E. et al. (2008)], [Guzmàn 

J.L. et al.(2007)], [Nikolov (2005)]. Le premier, est un système de commande CRONE avec 

prédicteur de Smith et le deuxième ajoute au premier un filtre de compensation. Les études 

développées, concernent l‟application de ce type de commandes pour deux structures routières : 

un segment routier simple  et un segment routier avec une rampe d‟entrée.  

 Une comparaison des résultats des différentes structures et de l‟efficacité de la commande 

est également proposée (cf. Chapitre.II). De plus le diagramme fondamental du système a été 

reconstruit de manière à vérifier la pertinence de la modélisation et de la commande proposée.  

 

VI.1. Conception, critère et algorithme d’un système de commande 

robuste d’ordre non entier (CRONE) – description et analyse  

 Dans un premier nous allons présenter différentes structures de systèmes de commande, 

afin de justifier notre choix (Schéma.4.1) : 

1. structure classique,  

2. structure avec prédicteur de Smith classique,  

3. structure avec prédicteur de Smith non entier, 

4. structure avec prédicteur de Smith et compensation par filtre non entier.  
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 Schéma.4.1. Descriptif et analyse des schémas de commande 

 Le processus de flux de trafic a deux caractéristiques principales. En premier lieu, nous 

sommes arrivé à la conclusion que le modèle du processus peut être assimilé à un retard (cf. 

Chapitre.2) G(p)=Grat(p)e
-p*

. Cela nous impose de proposer une structure de commande 

susceptible de compenser au mieux ce retard. Il s‟agit aussi d‟un processus distribué, soumis à de 

nombreuses perturbations ce qui a tendance à nous orienter vers la mise en place d‟une 

commande de la classe des systèmes robustes. Ces deux caractéristiques nous ont guidés vers 

l‟étude  d‟un système de commande CRONE avec prédicteur de Smith et d‟un système de 

commande CRONE avec prédicteur de Smith et filtre de compensation (Schéma.4.1). Dans le 

schéma.4.1, nous proposons les expressions analytiques de la boucle de régulation et des 

fonctions de transfert des systèmes en boucles fermés. En comparant les expressions analytiques 

des quatre types de systèmes, nous pouvons conclure, que le système de commande CRONE 

avec prédicteur de Smith et avec le filtre de compensation ne contient pas un retard, quand la 

condition       ** p

ratepGpGpG   est satisfaite.  

 L‟analyse des quatre systèmes fait apparaître que la partie irrationnelle du retard existe 

dans les deux expressions pour le système de commande classique. Le même retard, va 

disparaître du polynôme caractéristique dans le cas d‟un système avec un prédicteur de Smith. 

Dans la suite, si nous  proposons une structure d‟ordre non entier pour le schéma avec prédicteur 
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de Smith, nous allons assurer des performances et la stabilité robustes du système. Cette 

exigence de robustesse, provient de la nature incertaine du modèle. Ainsi conçu, la structure 

CRONE va améliorer le système de prédiction de Smith classique. Le dernier schéma structurel 

du Tableau.4.1., montre  une structure CRONE avec un prédicteur de Smith et un filtre de 

compensation. Les calculs et les transformations font apparaître que le retard dans l‟expression 

analytique du système en B.O. et dans le polynôme caractéristique du système en B.F. est 

complètement compensé grâce au filtre de compensation. Dans ce dernier schéma l‟algorithme 

du filtre et du régulateur sont choisis non entier pour les mêmes raisons de robustesse. 

 La démarche de synthèse robuste est très importante, car elle assure non seulement une 

invariance du système aux perturbations, mais aussi aux fluctuations dans les paramètres du 

retard. Cette dernière peut provoquer une instabilité du système comme dans le cas du système 

avec un prédicteur de Smith classique. Dans le cas d‟un système non entier avec un prédicteur de 

Smith et un filtre de compensation, nous avons obtenu analytiquement la fonction de transfert du 

régulateur après quelques étapes de transformation (Annexe 7). Les paramètres du régulateur et 

du filtre sont obtenus, en utilisant la méthode d‟approximation polynômiale récursive. Cela 

amène le système dans la classe des systèmes robustes d‟ordre non entier et l‟éloigne des 

schémas classiques. Dans la suite de ce chapitre, nous allons présenter la conception, la méthode, 

les critères et les algorithmes de commande non entière. Les deux exemples d‟un segment simple 

et d‟un segment avec une rampe d‟entrée, sont présentés vers la fin de ce chapitre. 

   

IV.1.1. Système CRONE avec prédicteur de Smith  

IV.1.1.1. Conception  

 Pour obtenir les paramètres du régulateur (Fig.4.2) d‟un système de commande CRONE 

avec prédicteur de Smith (Fig.4.1), nous utilisons la conception d‟une approximation 

polynomiale récursive (5.3)-(5.6). 
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Fig.4.1. Système de commande avec un prédicteur de Smith d’ordre non entier  

 Ce schéma structurel contient une boucle de prédiction du retard, où l‟expression du 

système en boucle fermée est présentée dans (4.1) sous la 

contrainte :       ** p

ratepGpGpG  . 
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Le régulateur Rc(p) contient dans sa structure : 

-  l‟algorithme du correcteur non entier R(p) (Fig.4.3), représenté par les relations (4.3)-

(4.6) ; 

- le contour du prédicteur de Smith. 

Le régulateur Rc(p) du schéma structurel de la (Fig.4.2) est représentée par l‟expression (4.2). 
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IV.1.1.2. Méthode et critère de synthèse d’un système de commande CRONE 

avec prédicteur de Smith 

 L‟approximation polynomiale récursive est représentée par les relations (4.3)-(4.6) pour 

la synthèse du régulateur RNE(p) (Fig.4.2). Il s‟git d‟un algorithme intégro-différentiateur non 

entier, où les paramètres  et  désignent l‟ordre non entier respectivement de la partie 

intégrateur et de la partie différentiateur (4.3). 

 

1

1

4

3





pT

pT

I

I

1

1

22

32









pT

pT

NI

NI

1

1

2

12





pT

pT

NI

NI p  pupk
pT

pT

I

I 1

R(p)

1

1

2

1





pT

pT

D

D

1

1

4

3





pT

pT

D

D

1

1

22

32









pT

pT

ND

ND

1

1

2

12





pT

pT

ND

ND

e

pT

pT

hI

bI





















1

1

e

pT

pT

hD

bD





















1

1

1

1

2

1





pT

pT

I

I

 

Fig.4.2. Algorithme de synthèse du régulateur  

La méthode récursive de distribution des zéros et des pôles, pour un gabarit fréquentiel (Fig.4.3), 

est obtenue en respectant les relations (4.3) - (4.6). 

   
 
 

 
 

 













































N

j j

j

Dh

Db

D

M

i i

i

Ih

Ib

Iappapp
pT

pT

pT

pT
k

pT

pT

pT

pT
kpDIpR

ee

11 1

1

1

1

1

1

1

1


  (4.3) 

   

           

   











nene

DhDbIhIbDI

jjiiBAma

TTTTjikk

TTTT

,1,,1

;;

;,,,,

1111



  (4.4) 

 

ωuωA ωB

ωb ωh

0 ω

'

1 1
'

2 ..2 ..N'

N

 



 
86 

Fig. 4.3. Gabarit fréquentiel de distribution des zéros et des pôles du régulateur 
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 Le critère utilisé dans la conception du régulateur non entier est appelé « gabarit 

généralisé » ou « gabarit vertical » (Fig.4.4). Il consiste dans l‟invariance des marges de stabilité 

du système de commande (4.5). La relation montre, que pour le gabarit de fréquence (Fig.4.3), le 

système de commande doit respecter la condition de robustesse (4.7.1) et de l‟invariance des 

marges de module (MG) et de phase (MP) (4.7.2) de la Fig.4.4. 
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Fig.4.4. Critère fréquentiel d’un « gabarit généralisé » - dans la conception CRONE – dans le 

plan de Black-Nichols ce gabarit est appelé « gabarit vertical » et dans le diagramme de Bode - 

«gabarit horizontal »  

 

IV.1.1.3. Algorithme de synthèse d’un régulateur non entier 

 Tout algorithme de synthèse d‟une approximation polynomiale récursive à un régulateur 

ID non entier (CRONE) est réalisé selon la relation (4.8) : 

        pDIpDI appapp

     (4.8) 

 Les conditions initiales de synthèse de l‟algorithme du régulateur non entier sont : la 

valeur de la fréquence de coupure du modèle du procédé de référence c, l‟ordre du polynôme de 

l‟approximation rationnelle n, le nombre de cellules d‟approximation N, l‟ordre non entier de 

synthèse n’. 

 Les étapes de l’algorithme de synthèse d‟un régulateur I

D


 non entier sont représentées 

par les expressions (4.9.1) – (4.9.4), afin d‟obtenir les paramètres, en terme de rapports 

fréquentiels, de l‟approximation récursive (4.10) et tous les paramètres du régulateur (4.11). 
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IV.1.2. Système CRONE avec prédicteur de Smith et filtre de 

compensation  

IV.1.2.1. Conception 

 La deuxième structure proposée est relative à la conception d‟un système CRONE avec 

prédicteur de Smith et filtre de compensation. Quelques étapes de calcul sont représentées sur les 

Fig.4.5.a, Fig.4.5.b, et Fig.4.5.c. L‟ensemble des calculs est présenté dans l‟annexe 7. 

L‟algorithme de contrôle est donné par (4.13) et l‟expression du système en B.F. est donnée par 

la relation (4.12). Ce système de commande est une amélioration du système de commande 

présenté dans la section IV.1.1. Il permet de compenser en totalité le retard dont dépend pour 

l‟essentiel le modèle du système de flux de trafic. Partant d‟une structure de commande 

représenté sur la Fig.4.5.a., et après les transformations représentées (Fig.4.5.b), nous arrivons à 

une représentation classique (Fig.4.5.c), dans lequel l‟élément de contrôle est représentée par 

RcF(p) (4.13). 
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Fig.4.5.a. Schéma structurel d’un système avec prédicteur de Smith et compensation du retard 
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Fig.4.5.b. Schéma structurel d’un système avec prédicteur de Smith et compensation du retard 
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Fig.4.5.c. Schéma structurel classique équivalent avec prédiction et compensation du retard 

dans le système 
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Le régulateur RcF(p) (4.13) contient : 

-  l‟algorithme du correcteur non entier R(p) suivant la conception (Fig.4.2), représentée 

par les relations (4.3)-(4.6) ; 

- le contour de prédiction de Smith de la boucle interne Rc(p) (4.12) ; 

- un filtre F(p) (4.14). 

 Le but du choix d‟une structure de commande représenté (Fig.4.5.a) avec une prédiction 

Rc(p) et compensation par le filtre F(p), se résume dans la condition (4.14). Ceci permet de 

compenser le retard et ainsi d‟obtenir le système sous la forme (4.15).  

        1*  pFe p      
(4.14) 

      
   

   pGpR

pGpR
p

rat

rat




1
   

(4.15) 

 

IV.1.2.2. Méthode et critère de synthèse d’un système de commande CRONE 

avec prédicteur de Smith et filtre de compensation 

 Pour réaliser la synthèse du filtre de compensation non entier, nous allons utiliser comme 

précédemment l‟approximation polynomiale récursive (4.16.1) et (4.16.2). Pour la structure avec 

le filtre de compensation, nous utilisons également le critère du « gabarit généralisé » pour les 

algorithmes de synthèse de R(p) et F(p). Les propriétés générales attendues sont d‟assurer des 

performances robustes du système, c‟est à dire l‟invariance des marges de stabilités : MG et MP 

et la compensation du retard dans le système. Pour l‟algorithme du régulateur, nous proposons le 

critère de conception d‟un algorithme non entier décrit de (4.17.1) à (4.17.3), utilisé pour le 

régulateur du système de la (Fig.4.5.c). Pour la conception du filtre non entier nous avons choisi 

l‟approximation d‟un différentiateur non entier selon (4.16.2) (Fig.4.6). 
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Fig.4.6. Algorithme de synthèse du régulateur 

 La méthode de synthèse du régulateur et du filtre non entier est représentée par les 

relations (4.16.1) et (4.16.2). 

 
     

     
 
 

     

         

          1

0

1111

111

0

11

1
1

1

1
1

0

1

1

0

1

0

;;

;,1,,,

1

1

1

11

1

1
















































































 
























iIiIiDiD

iDiDiIiI

neBDAIma

N

i iD

iD
N

i
i

i

h

b

app

j

j

jj

jj

j

j

kDI

e



 (4.16.1) 

 

  
 

 
















































N

i iih

u

F

app jj
j

j
DFDFjF

1

1

'
11

1

1
ˆ
























  (4.16.2) 

 

  

         

 
 

 
    




















 











mm

a

m

aaa

j
jG

j
j

jjjGjGj








;
*ˆ

;*ˆˆ 

  (4.17.1) 

   

   

   

   

   





















































nom

u

nom

m

nom

u

nom

SNE

nom

u

u

généralisé
gabarit

SNE

nomnom

m

nomnom

SNE

nom

généralisé
gabarit

SNE

PMjW

gedconstjWgraMP

GMjWgra

BdconstjWgolMG













1

,180,

,,20 10

 (4.17.2)  

 

         
          

  















app

ppa

ppa

DFDFjF

jDjFj

jDjFj







ˆ

,,,0*exp

,,,1*exp

1221

1221

 (4.17.3) 

 

IV.1.2.3. Algorithme de synthèse d’un filtre non entier 

 L‟algorithme de synthèse du filtre non entier est représenté par la contrainte exprimée par 

la relation (4.18). 
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       



 appDFDFjF  ˆ     (4.18) 

 Pour la conception du filtre, il faut déduire les conditions initiales à partir des paramètres 

du modèle de référence. Ce sont : la valeur du retard temporel * du modèle de référence, l‟ordre 

du polynôme de l‟approximation rationnelle n, la valeur de l‟argument du modèle du procédé 

pour la fréquence de coupure (jc). Les étapes de l‟algorithme sont données par les relations 

(4.19.1) – (4.19.5), afin d‟obtenir l‟expression du filtre non entier (4.19.6). Les paramètres dans 

la synthèse sont : F - constante de temps du filtre,  - ordre non entier de synthèse du filtre, N – 

nombre de cellules d‟approximation récursive,  et - facteur de l‟approximation récursive. 
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IV.2. Application des commandes non-entières  

IV.2.1. Obtention de l’algorithme du régulateur RNE pour le système de 

commande CRONE 

  

 La présente section a pour but l‟obtention : d‟un algorithme de commande CRONE avec 

prédicteur de Smith (Fig.4.1) et d‟un algorithme de commande CRONE avec prédicteur de Smith 

et un filtre de compensation (DTC) (Fig.4.5.a). Le deuxième algorithme est une amélioration du 

premier. Cependant, dans les deux cas de structures, l‟algorithme d‟approximation utilise la 

méthode polynomiale récursive. Cet algorithme nous aidera à éliminer les influences sur les 

variations des paramètres du retard (Fig.4.7). 
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Fig.4.7. Système de commande pour le flux de trafic routier : avec prédicteur de Smith non 

entier (gauche) et avec prédicteur de Smith et filtres non entiers (droite) 

 Pour l‟exemple de simulation nous nous basons sur l‟algorithme présenté dans la section 

précédente. Nous avons les propriétés du modèle et le nombre de cellules de l‟approximation 

polynomiale récursive. Pour le modèle du système de flux de trafic (2.30), les paramètres 

nominaux sont présentés dans le Tableau.2.1. La synthèse du modèle du régulateur est présentée 

respectivement dans le Tableau.4.1, le Tableau.4.2. et le Tableau.4.3 pour la partie différentiateur 

et dans le Tableau.4.4, le Tableau.4.5 et le Tableau.4.6 pour la partie intégrateur. 
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           Tableau.4.1 

Differentiateur non entier
N=5 5 Nombre de cellules de l'approximation [-]

n= 3 Orde du polynôme de la F.T. du procédé [-]

wc= 0,9 Fréquence de coupure [rad/s]

Co 0,005

wu = 900 250 * wc

wA = 990 wu * 1.1

wB = 9000 wu * 10

wb = 198 wA / 5

wh = 10800 wB * 1,2

(wh/wb) 54,54545455 600

(wu/wh) ^ 2 0,006944444

(wu/wb) ^ 2 20,66115702

Go*= 0,100113558

Fm 50 Facteur de raisonnance

Q 1,66

n' 1,5

m' 1,5

m n' 0,5 Paramètres liés à l'orde 

me' 1 non-entier du différentiateur

 3,595528544

 0,618855097

 2,225111166 3,58

1/2 0,786673437

Paramètres liés au gabarit 
fréquentiel de 

l'approximation, déffinissant 
les limites de la fréquence 

haute et basse du 
différentiateur

 

 Le résultat de la synthèse fréquentielle induit le rapport fréquentiel du différentiateur 
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(Tableau.4.2) et (Tableau.4.3). L‟expression analytique de la partie différentiateur récursive est 

représentée par la relation (4.21). 

           Tableau.4.2 
(wu/w1') ^ 2 33,3860982 w1' 15576,13406 (w1')^-1 6,4201E-05

(wu/w1) ^ 2 2,58249913 w1 56004,43461 (w1)^-1 1,7856E-05

(wu/w2') ^ 2 6,74314099 w2' 34658,62981 (w2')^-1 2,8853E-05

(wu/w2) ^ 2 0,52159901 w2 124616,0928 (w2)^-1 8,0246E-06

(wu/w3') ^ 2 1,36194263 w3' 77119,30418 (w3')^-1 1,2967E-05

(wu/w3) ^ 2 0,10534971 w3 277284,6595 (w3)^-1 3,6064E-06

(wu/w4') ^ 2 0,2750777 w4' 171599,0248 (w4')^-1 5,8275E-06

(wu/w4) ^ 2 0,02127796 w4 616989,1919 (w4)^-1 1,6208E-06

(wu/w5') ^ 2 0,05555869 w5' 381826,9062 (w5')^-1 2,619E-06

(wu/w5) ^ 2 0,0042976 w5 1372869,54 (w5)^-1 7,284E-07  

           Tableau4.3  
* i * *1* *2* *3* *4* *5*

( w i ' ) ^ -1 6,4201E-05 2,8853E-05 1,2967E-05 5,8275E-06 2,619E-06

( w 1 ) ^ -1 1,7856E-05 8,0246E-06 3,6064E-06 1,6208E-06 7,284E-07  
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Tableau.4.4 

Intégrateur non entier
N=5 5 Nombre de cellules de l'approximation [-]

n= 3 Orde du polynôme de la F.T. du procédé [-]

wc= 3 Fréquence de coupure [rad/s]

Co 0,005

wu = 3000 250 * wc

wA = 300 wu / 10

wB = 2700 wu * 0.9

wb = 60 wA / 5

wh = 3240 wB * 1,2

(wh/wb) 54 600

(wu/wh) ^ 2 0,85733882

(wu/wb) ^ 2 2500

Go*= 0,004498659

Fm 50 Facteur de raisonnance

Q 1,66

n' 1,5

m' 1,5

m n' 0,5 Paramètres liés à l'orde 

me' 1 non-entier du différentiateur

 3,583983513

 0,619601911

 2,220643035 3,58

1/2 0,78714796

Paramètres liés au gabarit 
fréquentiel de 

l'approximation, déffinissant 
les limites de la fréquence 

haute et basse de 
l'intégrateur
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 Le rapport fréquentiel de l‟intégrateur est présenté par les Tableau.4.5 et Tableau.4.6. 

L‟expression analytique de la partie différentiateur récursive est représentée par la relation 

(4.22). 

           Tableau.4.5 
(wu/w1') ^ 2 32,6822749 w1' 5247,653069 (w1')^-1 0,00019056

(wu/w1) ^ 2 2,54437004 w1 18807,50208 (w1)^-1 5,317E-05

(wu/w2') ^ 2 6,62757689 w2' 11653,16424 (w2')^-1 8,5814E-05

(wu/w2) ^ 2 0,515968 w2 41764,7485 (w2)^-1 2,3944E-05

(wu/w3') ^ 2 1,34399382 w3' 25877,518 (w3')^-1 3,8644E-05

(wu/w3) ^ 2 0,10463218 w3 92744,59785 (w3)^-1 1,0782E-05

(wu/w4') ^ 2 0,27254597 w4' 57464,7301 (w4')^-1 1,7402E-05

(wu/w4) ^ 2 0,02121816 w4 205952,6452 (w4)^-1 4,8555E-06

(wu/w5') ^ 2 0,05526908 w5' 127608,6526 (w5')^-1 7,8365E-06

(wu/w5) ^ 2 0,00430279 w5 457347,3072 (w5)^-1 2,1865E-06  

           Tableau.4.6 
* i * *1* *2* *3* *4* *5*

( w i ' ) ^ -1 0,00019056 8,5814E-05 3,8644E-05 1,7402E-05 7,8365E-06

( w 1 ) ^ -1 5,317E-05 2,3944E-05 1,0782E-05 4,8555E-06 2,1865E-06  
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(4.22)  

IV.2.2. Obtention de l’algorithme du filtre pour le système de 

commande d’ordre non entier 

 Pour réaliser la synthèse du filtre avec son algorithme d‟ordre non entier (4.23), nous 

utilisons de la même façon que précédemment l‟approximation polynomiale récursive pour 

obtenir les zéros et les pôles du polynôme. 
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   (4.23) 

 A partir des résultats obtenus dans le Chapitre.II pour le modèle de référence G*(p) 

(2.30) (Tableau.2.1), nous pouvons réaliser la synthèse du filtre en utilisant les paramètres : 

*=F=0.0069444 [s], c=0.6 [rad/s], N=5. Les résultats sont présentés dans Tableau.4.7, 

Tableau.4.8 et Tableau.4.9. Le rapport polynomial du filtre est représenté par la relation 4.24. 
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           Tableau.4.7 

Filtre non entier - difféntiateur
N=5 5 Nombre de cellules de l'approximation [-]

n= 3 Orde du polynôme de la F.T. du procédé [-]

wc= 0,6 Fréquence de coupure [rad/s]

Co 0,005

1000*wc < wu < 2000*wc wu = 1500wc 900

wA = 90 wu * 1.1

wB = 9000 wu * 10

wb -̂1 = 0,05555556 wb = 18 wA / 5

wh -̂1 = 9,2593E-05 wh = 10800 wB * 1,2

(wh/wb) 600 600

(wu/wh)  ̂2 0,006944444

(wu/wb)  ̂2 2500

Go*= 0,288521246

Fm 50 Facteur de raisonnance

Q 1,66

n' 2,682

 0,318

m n' -0,682

me' 1 Paramètres liés à l'orde 

 1,707078311 non-entier du différentiateur

 2,105604526

 3,594431819 3,58

1/2 1,451070131

Paramètres liés au gabarit 
fréquentiel de 

l'approximation, déffinissant 
les limites de la fréquence 

haute et basse du filtre-
différentiateur

 

           Tableau.4.8 
(wu/w1')  ̂2 1187,30748 w1' 26,11926237 (w1') -̂1 0,03828592

(wu/w1)  ̂2 407,433105 w1 44,58762629 (w1) -̂1 0,02242775

(wu/w2')  ̂2 91,8972897 w2' 93,88390773 (w2') -̂1 0,01065145

(wu/w2)  ̂2 31,5352163 w2 160,2671826 (w2) -̂1 0,00623958

(wu/w3')  ̂2 7,1128263 w3' 337,4593052 (w3') -̂1 0,00296332

(wu/w3)  ̂2 2,44081753 w3 576,0694608 (w3) -̂1 0,0017359

(wu/w4')  ̂2 0,5505309 w4' 1212,974464 (w4') -̂1 0,00082442

(wu/w4)  ̂2 0,18891864 w4 2070,6424 (w4) -̂1 0,00048294

(wu/w5')  ̂2 0,04261095 w5' 4359,954009 (w5') -̂1 0,00022936

(wu/w5)  ̂2 0,01462225 w5 7442,782927 (w5) -̂1 0,00013436  

           Tableau.4.9 
* i * *1* *2* *3* *4* *5*

( w i ' )  ̂-1 0,03828592 0,01065145 0,00296332 0,00082442 0,00022936

( w 1 )  ̂-1 0,02242775 0,00623958 0,0017359 0,00048294 0,00013436  
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  (4.24)  

 Pour les différents types d‟algorithme de régulateurs non entier obtenus, nous proposons 

ci-après une comparaison des résultats des simulations. Les résultats sont présentés sur la 

Fig.4.8. Ils montrent les propriétés et l‟efficacité des trois types de régulateurs – non entier, non 

entier avec prédicteur de Smith et non entier avec prédicteur de Smith et compensation du retard 

(DTC).  
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Fig.4.8. Propriétés du régulateur non entier, non entier avec prédicteur de Smith et non entier 

avec prédicteur de Smith et filtre de compensation DTC  

 

IV.3. Schémas technologiques 

 Nous allons décrire ci-après les deux systèmes physiques sur lesquels ont porté notre 

étude constitués de segments routiers situés en aval d‟un péage. Il s‟agit d‟un segment routier 

simple et d‟un segment routier avec une rampe d‟entrée. Dans la section suivante nous allons 

présenter en détail les structures et les études effectuées. 

 

IV.3.1 Pour la commande d’un segment simple 

 Le segment routier simple étudié a une longueur de 6 km. La densité est mesurée tous les 

kilomètres après le péage routier. En chaque point de mesure nous avons considéré que la vitesse 

libre change selon les paramètres donnés dans le Tableau.2.2. La représentation physique du 

système de flux de trafic est celle de la Fig.4.9.a. Nous pouvons constater que nous avons une 

excitation externe et une contrainte dans la commande. En d‟autres termes, nous avons une 

variation de la densité d‟entrée et une consigne de densité. 

 

0x  kmLx 1

kmL 1

 tqentree ,0

 tventree ,0

 tentree ,0

 fsortie VtLq ,,

 fsortie VtLv ,,

 fsortie VtL ,,

0x  kmLx 6
km6L 

Péage 

routier

CRONERContrainte d’une densité, 

limitée sur le 1 km

Densité mesurée au 1 km
Densité mesuré

au 6 km

Commande à l’entrée de l’autoroute 
par le nombre des barrières ouverte et 

le temps de passage

 fVt,,2

. . .

Densité mesurée au 2 km

 fVt,,1
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. . .

 
Fig.4.9.a. Représentation physique d’un système simple – segment routier simple 
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IV.3.2 Pour la commande d’un segment composé – système en 

cascade 

 Dans le cas d‟un réseau routier, où nous avons des changements dans la structure 

routière, il est nécessaire de construire un système en cascade. En partant des deux structures 

décrites précédemment (Fig.4.8) nous proposons un schéma technologique pour ce système en 

cascade (Fig.4.9.b). La mesure de la densité est effectuée en deux points sur l‟autoroute – au 

premier kilomètre et au sixième kilomètre après le péage (Fig.4.9.b). Une rampe d‟entrée est 

située entre les deux points de mesure. Dans ce schéma technologique, nous considérons un 

segment composé (Fig.4.9.b) avec une consigne constante sur la voie principale et une charge 

d‟entrée entre les deux points de mesure. 

0x  km1Lx 

 tr

km1L 

 t,1q

 t,1v

 t,1

 t,0q entree

 t,0v entree

 tentree ,0

 t,Lq sortie

 t,Lv sortie

 t,Lsortie

0x  km6Lx 
km6L 

 t,6q

 t,6v

 t,6

Péage routier

quickR

slowR

 t,1  t,6

Contrainte d’une densité, 

limitée sur le 1 km

Densité mesurée 

au 1 km
Densité mesuré

au 6 km

Commande à l’entrée de l’autoroute 
par le nombre des barrières ouverte et 

la vitesse de passage  
Fig.4.9.b. Représentation physique d’un système en cascade  – segment routier avec une rampe 

d’entrée 

 

IV.4. Résultats des simulations 

 Pour les deux schémas technologiques présentés par les figures (Fig.4.9.a) et (Fig.4.9.b) 

nous avons repris les deux possibilités de conception de régulateur : d‟une commande CRONE 

avec prédicteur de Smith et d‟une commande CRONE avec prédicteur de Smith et Filtre de 

compensation (DTC). Pour les deux types de structure routière nous réalisé l‟étude en simulation 

de la stabilité et des performances à partir d‟une analyse temporelle, la reconstitution du 

diagramme fondamental et une analyse harmonique. 

Pour les deux systèmes de commande, nous avons effectué les analyses en considérant deux cas 

de perturbations externes : 

- une excitation d‟entrée sur la voie principale – qui correspond à un signal à l‟entrée 

du système ; 

- une rampe d‟entrée – qui correspond à un signal, ajouté comme une charge 
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Les différentes analyses réalisées sont : 

- l‟étude de la stabilité qui permet de savoir à quel point le système répond à la 

contrainte imposée. Conclure qu‟un trafic est fluide impose que le processus soit 

stable et avec la contrainte s≤ (0.35max)/L satisfaite. 

- l‟étude des marges de stabilité afin de prouver que le système répond aux critères 

d‟invariance par rapport aux perturbations (excitation ou charge) dans le système et 

satisfait le critère d‟un gabarit généralisé 

- l‟étude de la stabilité robuste et des performances robustes qui permet de justifier de 

la démarche de mise en œuvre d‟une commande CRONE 

IV.4.1. Analyse d’un segment simple avec perturbations externes : 

 Le premier cas de mesure (Fig.4.10) est effectué en six points (de 1
er

 au 6
ème

 kilomètre).  

 

 
Fig.4.10. Etude d’un modèle d’un segment simple 

 Un signal de consigne est ajouté à l‟entrée du système. Il représente une forte 

augmentation de la demande qui se traduit par une augmentation très significative de la densité 

provenant du péage. Cela se traduit par une augmentation importante du nombre de véhicules 

provenant du péage pendant une certaine période de temps. L‟étude a consisté en une vérification 

de l‟efficacité des deux types de commandes proposées. 

 

IV.4.1.1. Système de commande CRONE avec prédicteur de Smith  

- Analyse temporelle 

Dans le cas du modèle étudié (Fig.4.10) les réponses temporelles sont représentées sur la 

Fig.4.11.a. Dans les schémas structurels des systèmes de commande non entière nous avons 

utilisé : une contrainte de densité de sortie qui ne dépasse pas 35% de la valeur maximale par 

kilomètre. Le résultat est montré Fig.4.11.a. Pour tous les modèles (correspondant aux 

différentes situations de circulation) obtenus nous avons réalisé les simulations selon les mêmes 

conditions initiales et les mêmes contraintes. Nous pouvons constater une diminution de la 

densité à chaque kilomètre de mesure selon la contrainte s≤ (0.35max)/L. 
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Fig.4.11.a. Etude temporelle d’un système de commande CRONE avec prédicteur de Smith pour 

un segment simple 

 Les résultats graphiques montrent que pour les valeurs de la densité au-dessous de s≤ 

(0.35max)/L, le régulateur n‟agit pas sur le système. A partir du moment où les valeurs de densité 

sont plus importante, le trafic sans commande (Fig.2.24.a) est en dehors de l‟état contraint 

jusqu‟au moment où la demande sur la voie diminue. Le système revient alors dans son état 

fluide (Chapitre II). Dès que s≥ (0.35max)/L. Le régulateur commence à agir lorsque la densité 

de sortie a tendance à dépasser la valeur de consigne. Son action tend à maintenir la densité à une 

valeur inférieure ou égale à (0.35max)/L. Le but de la commande est de tenir la densité à la 

valeur de consigne et on observe que dans le cas observé le trafic ne dépasse pas la valeur de la 

contrainte. A partir des résultats graphiques (Fig.4.24.a et b) nous pouvons conclure, que le 

système sans commande se stabilise, d‟une manière naturelle après 80 secondes. Avec une 

commande (Fig.4.11.a) nous avons diminué quatre fois ce temps. 

 Dans le Chapitre.II nous avons validé le modèle de simulation en reconstituant le 

diagramme fondamental. Pour valider le système de commande et vérifier qu‟il est conforme au 

modèle physique nous allons à nouveau reconstituer le diagramme fondamental (Fig.4.11.b). 
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Fig.4.11.b. Diagramme fondamental reconstruit à la base du D.F. de Greenschield débit/densité) 

pour le système de commande – mesuré au premier km  pour le modèle de référence 

 Le D.F. ainsi reconstruit (Fig.4.11.b.) est relatif au modèle de référence, là où densité est 

plus importante, c‟est à dire au premier kilomètre. En comparant ce diagramme fondamental 

avec celui que nous avons reconstitué pour le modèle (Fig.2.12.a) et (Fig.2.17.a, b et c) nous 

pouvons constater que pour le système de commande le diagramme fondamental ne suit pas la 

variation du flux, mais plutôt la contrainte de commande. Le D.F. s‟arrête à la valeur de la 

consigne de densité du segment routier en aval. Pour le modèle de référence nous retrouvons les 

diagrammes fondamentaux introduit dans le modèle du trafic (Fig.4.11.b). 

 Analyse harmonique 

 Les résultats des réponses harmoniques sont présentés sur la Fig.4.12. Cette étude nous 

donne la possibilité d‟obtenir les valeurs des marges de stabilités et de conclure sur la stabilité et 

les performances du système. On effectue deux études dans le cas sans une excitation externe et 

dans le cas ou nous avons une excitation externe. 
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Fig.4.12. Etude harmonique d’un segment simple – étude comparatif entre le modèle du trafic 

sans commande et le système de commande CRONE avec prédicteur de Smith 

 Cet exemple, dans le cas où sur le système nous avons une excitation externe, comme 

c‟est dans le cas des processus de trafic routier, est très utile pour prouver le besoin d‟un système 

de commande CRONE à cause du fait que le système garde ses marges de stabilisées et ses 

performances dans la présence de perturbations. Dans le cas du trafic, une très forte demande en 

amont des barrières de péage se présente comme une perturbation et le trafic peut devenir très 

rapidement congestionné. Les caractéristiques harmoniques dans le plan de Nyquist dans le cas 

de présence d‟une excitation externe sont bien plus élargies par rapport aux celles sans 
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excitation. Ceci est conditionné par la présence d‟une forte densité. Par contre les 

caractéristiques obtenues pour le système de commande CRONE avec une prédiction de Smith 

restent sans aucune influence par rapport aux excitations externes. Les résultats, pour le système 

de commande CRONE avec une prédiction de Smith, montrent que pour n‟importe quelle 

excitation le système va limiter la densité en aval à celle de la consigne. Pour n‟importe quel 

type de perturbation le système restera stable et conservera ses marges de stabilité et de 

performances. En autres termes, il devient insensible aux perturbations et les conditions de 

robustesse seront toujours satisfaites 

- Analyse de Nyquist – stabilité robuste 

 Le système étudié sera stable selon Nyquist à la condition de vérifier sa stabilité pour 

l‟ensemble du champ de variation de la vitesse. Chaque circonférence du Lieu de Nyquist 

représente un ensemble de variation des vitesses du modèle de référence mesuré pour une valeur 

de la fréquence. Le résultat graphique de l‟analyse de Nyquist pour le système de commande 

CRONE avec un prédicteur de Smith est représenté sur la Fig.4.13. 

 

Nyquist stabilité robuste du système de commande CRONE avec 
Smith prédiction en B.O. 
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Fig.4.13. Analyse de Nyquist de la robustesse du système de commande CRONE avec un 

prédicteur de Smith en B.O. – mesures effectués en six points sur la longueur du segment routier 

 

 Dans le cas de présence de perturbations trop importantes, le lieu de Nyquist se rapproche 

de sa limite de stabilité. Cependant la commande maintient les systèmes dans la zone de stabilité. 

Le système qui se rapproche le plus du point de Nyquist est celui mesuré au premier kilomètre. 

Le long de ce segment on obtient une diminution de la densité selon la contrainte s≤ 

(0.35max)/L. 

 

- Analyse robuste 

 Les conditions de performances (4.25) et de stabilité (4.26) robustes ont été présentées 
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(Chapitre.III) [Oustaloup (1999)], [Nikolov (2003)] et [Canat (2005)]. Elles permettent d‟assurer 

le bon déroulement du processus sur les voies rapides. Nous utilisons deux fonctions pour 

l‟analyse et la synthèse robuste du système – la fonction de sensibilité (analyse en B.F.) (j) 

(3.5.a) et celle de l‟erreur e(j) (3.5.b). Le résultat graphique de cette étude est présenté sur la 

Fig.4.14.a et la Fig.4.14.b. Pour que le système puisse satisfaire les deux conditions il faut que : 

- pour toute fréquence nous ayons une valeur négative de l‟erreur ; 

- pour toute fréquence le module du système en boucle ouverte doit rester supérieur 

à la valeur de la perturbation. 
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Analyse robuste – stabilité robuste (SR) et performance robuste (PR) d’un système de commande CRONE avec Smith prédiction en B.F. 
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Fig.4.14.a.  Analyse robuste du système en B.O. pour le système de commande CRONE avec 

prédicteur de Smith - stabilité robuste (SR) 
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Analyse robuste – stabilité robuste (SR) et performance robuste (PR) d’un système de commande CRONE avec Smith prédiction en B.F. 
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Fig.4.14.b.  Analyse robuste du système en B.F. pour le système CRONE avec prédicteur de 

Smith - stabilité robuste (SR) et performance robuste (PR) 

 

  En observant les résultats graphiques (Fig.4.14.a) et (Fig.4.14.b) nous pouvons conclure, 

que pour n‟importe quel type de perturbation, le système garde sa stabilité robuste ainsi que ses 

performances robustes et satisfait les conditions (4.25) et (4.26). Nous obtenons des valeurs de 

l‟indice de la stabilité robuste plus grandes que la valeur de la perturbation dans le système en 

B.0. Ainsi, nous obtenons pour tout système des valeurs négatives de l‟indice de performances 

robuste du système en  B.F. 

 

IV.4.1.2. Système de commande CRONE avec prédicteur de Smith et 

Filtre de compensation DTC 

 La deuxième étude concerne la deuxième structure de commande proposée contenant un 

filtre de compensation DTC. Nous avons réalisé l‟étude des réponses temporelle et harmonique 

du système de commande que nous avons comparé au système de trafic sans commande de façon 

à montrer l‟effet du filtre DTC dans le système. Une vérification de la robustesse est ensuite 

réalisée à l‟aide d‟une analyse de Nyquist. 

- Analyse temporelle 

 Les résultats de l‟étude temporelle sont représentés sur la Fig.4.15.a. La reconstruction du 

diagramme fondamental (débit/densité, vitesse/densité et vitesse/débit) est présentée sur la 

Fig.4.15.b et l‟étude de l‟efficacité du contrôle sur la Fig.4.15.c. 
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Fig.4.15.a. Etude temporelle du système de commande avec prédicteur de Smith et Filtre de 

compensation - segment simple avec perturbations paramétriques, excitation externe et consigne 
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Fig.4.15.b. Diagramme fondamental reconstruit à la base de D.F. de Greenschield débit/densité) 

pour le système de commande – mesuré au premier km  pour le modèle de référence 

 

 Les résultats temporels, pour ce type de système de commande montrent une similarité 

avec ceux obtenus dans le cas d‟un système de commande sans filtre de compensation. 

Cependant le système avec filtre de compensation, améliore les résultats temporels ce qui peut 

être mieux observé dans l‟analyse comparative des deux commandes présentée sur les Fig.4.18, 

Fig.4.19 et Fig.4.20. 

  

- Analyse harmonique 

 Comme précédemment, nous avons effectué une analyse harmonique dans les deux cas 

d‟analyse sans et avec une excitation externe pour le système de commande CRONE avec 

prédicteur de Smith et filtre de compensation DTC. Les résultats sont présentés sur la Fig.4.16. 
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Fig.4.16. Etude harmonique– comparaison entre le modèle de trafic sans commande et le 

système de commande CRONE avec prédicteur de Smith et filtre de compensation DTC 

 

 Les résultats montrés sur la Fig.4.16 nous permettent de conclure que les perturbations 

dans le cas d‟une excitation externe tendent à rendre le trafic congestionné. Pour le système de 

commande avec une prédiction de Smith et un filtre DTC et dans le cas sans excitation, nous 

avons un système de commande qui satisfait une invariance des marges de stabilité et maintient 

les propriétés robustes attendues. L‟efficacité du filtre est ainsi montrée lorsqu‟une excitation ou 

n‟importe quel type de perturbation est appliqué sur le système. Dans le cas où il y a présence de 

perturbations, nous pouvons observer que le modèle du trafic sans commande a des marges de 

stabilité qui diminuent très rapidement. Ceci se produit même pour de petites augmentations de 

la densité d‟entrée, ce qui peut se traduire par l‟apparition d‟une congestion. Pour le cas de la 

mise en place d‟une commande CRONE avec une prédiction de Smith et un filtre DTC, nous 

obtenons des résultats bien plus robustes et performants par rapport au système de commande 

sans filtre DTC. La comparaison des deux systèmes de commande est représentée (Fig.4.18) - 

(Fig.4.20). 

 

- Analyse de Nyquist – stabilité robuste 

 Pour les six points de mesure nous avons effectué une analyse de Nyquist pour le système 

en boucle ouverte. Les résultats obtenus sont présenté sur la Fig.4.17. 
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Nyquist stabilité robuste du système de commande CRONE avec 
Smith prédiction et Filtre de compensation en B.O. 
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Fig.4.17. Analyse de Nyquist de la robustesse du système de commande CRONE avec prédicteur 

de Smith et Filtre de compensation DTC en B.O. – mesure effectuée en six points 

 

 Les résultats (Fig.4.17) montrent une augmentation des marges de stabilité en module et 

en phase par rapport au système sans filtre de compensation (Fig.4.13), ce qui prouve l‟utilité du 

filtre de compensation dans la boucle de correction proposée. A partir de la Fig.4.16 et de la 

Fig.4.17 nous pouvons définir facilement les valeurs des marges de gain et de phase pour chaque 

famille de modèles pour chaque point de mesure. 

 

IV.4.1.3. Comparaison entre les deux commandes 

 Pour le modèle de référence les résultats des comparaisons pour la densité véhiculaire 

dans le cas d‟un segment simple sont présentés sur la Fig.4.18. Sur la figure (Fig.4.18) sont 

représentées : la densité d‟entrée (excitation), la densité de sortie du système de commande 

CRONE avec prédicteur de Smith et la densité du système de commande CRONE avec 

prédicteur de Smith et filtre de compensation DTC. 
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Fig.4.18. Etude de l’efficacité du contrôle pour le système de référence – comparaison entre les 

densités relatives : d’entrée et de sortie 
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ETUDE DE LA STABILITE  POUR LES DEUX STRUCTURES DE 

SYSTEMS DE COMMANDE

LIEU DE NYQUIST
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Fig.4.19. Etude de la stabilité par les réponses harmoniques des deux systèmes de commande – 

lieu de Nyquist 
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Fig.4.20. Etude de la stabilité par les réponses harmoniques des deux systèmes de commande – 

diagramme de Black-Nichols 

 

 La Fig.4.19 et Fig.4.20 montrent l‟étude comparative harmonique réalisée. Celle-ci nous 

permet d‟observer l‟effet du filtre dans le système de commande. Le système avec filtre améliore 

la stabilité et assure de plus grandes marges de stabilité. Nous avons une invariance des marges 

de phase dans le gabarit voulu, ce qui veut dire que les deux systèmes satisfont les critères de 

conception de la commande et les conditions de robustesse. 
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IV.4.2. Analyse d’un segment composé avec perturbations externes  - 

système en cascade de commande CRONE avec prédicteur de Smith et 

filtre de compensation DTC 

 

 Pour le deuxième cas, nous avons un segment avec une rampe d‟entrée située après un 

péage. La rampe se comporte comme une charge entre deux points de mesure. Nous effectuons 

donc une mesure de part et d‟autre de la rampe au 1
er

 et au 6
ème

 km (Fig.4.21). Dans ce cas, nous 

n‟avons que deux modèles à étudier, pour les deux points de mesure et ceci pour une seule valeur 

de la vitesse. Dans l‟exemple nous avons considéré une consigne d‟entrée constante au niveau du 

péage et une charge aléatoire venant de la rampe. 

 

 
Fig.4.21.  Etude d’un segment composé avec une rampe d’entrée entre deux points de mesure 

sur le segment 

 La rampe d‟entrée, entre les deux points de mesure, représente une perturbation externe. 

Nous pouvons réaliser le schéma structurel du modèle en cascade (Fig.4.22.a) suivant les deux 

schémas structurels déjà présenté. Le modèle en cascade est représenté sous forme simplifiée sur 

la Fig.4.22.b. Il s‟agit d‟analyser l‟influence de la densité véhiculaire provenant de la rampe et 

l‟efficacité du contrôle sur l‟ensemble du système de trafic. 
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Fig.4.22.a. Système de commande cascade avec un prédicteur de Smith non entier et un filtre de 

compensation non entier DTC 
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Fig.4.22.b. Système de commande cascade avec un prédicteur de Smith non entier et un filtre de 

compensation non entier DTC 

 Pour le système cascade nous utilisons les mêmes algorithmes non entier du régulateur 

(section IV.2.1) et du filtre (section IV.2.2) pour la synthèse du système de commande. Dans ce 

type de commande nous avons deux boucles. La première boucle est située au premier point de 

mesure, il s‟agit d‟une régulation d‟un segment simple (procédé Slow). La deuxième est située 

au second point de mesure, il s‟agit d‟une boucle de régulation d‟un segment avec une rampe 

d‟entrée (procédé Quick). 

 

 Analyse temporelle 

 Nous considérons un segment avec une rampe d‟entré. Pour le système en cascade nous 

considérons une consigne constante de entré=(0.35max) sur la voie principale et une excitation 

sur la rampe d‟entrée. La contrainte de fluidité et de limitation de la densité sur le segment est 

représenté par la relations suivante : s≤ (0.35max)/L. Pour le cas d‟étude nous utilisons le 

système avec une prédiction de Smith non entière. Nous avons comparés les résultats présentés 

section 4.2. avec ceux obtenus dans le cas d‟un système en cascade (Fig.4.23). 
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Fig.4.23. Etude temporelle et reconstitution du diagramme fondamental  d’un système en 

cascade - segment avec une rampe d’entrée - système de commande CRONE avec prédicteur de 

Smith et filtre de compensation DTC 

 

 Les résultats sur la Fig.4.23 montrent que pour le segment avec la rampe nous avons 

une augmentation du débit et une diminution de la vitesse. Nous avons comparé les résultats 

quand la rampe est fermée (système sans rampe) et quand la rampe est ouverte. Lorsque la 

densité sur le segment avec la rampe atteint la densité de contrainte, la commande réagit jusqu‟à 
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ce que la densité sur ce segment se stabilise et devient égale à la densité quand la rampe est 

fermée. Nous pouvons observer que la rampe n‟agit que sur la densité mesurée en aval. Dans le 

même temps nous pouvons observer une diminution de la vitesse lorsque la rampe est ouverte. 

 

 Analyse harmonique 

 Les résultats de l‟étude harmonique sont présentés sur la Fig.4.24. 
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Fig.4.24. Etude harmonique d’un système en cascade pour un segment avec une rampe d’entrée 

- système de commande CRONE avec prédicteur de Smith et filtre de compensation 

  

 Sur le lieu de Nyquist et le diagramme de Black-Nichols nous avons montré les marges 

de module et de phase pour le système au 1
er

 et au 6
ème

 kilomètre quand la rampe est fermée, 

respectivement ouverte. 
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 Analyse de Nyquist 

 L‟analyse de Nyquist du système en cascade est présenté sur la Fig.4.25. 
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Fig.4.25. Analyse de Nyquist d’un système en cascade en B.O. - segment avec une rampe 

d’entrée 

 

 Sur la Fig.4.25 nous avons l‟analyse de Nyquist du système au premier point et au 

deuxième point de mesure, quand la rampe est fermée et ouverte. Pour les deux points de 

mesure, nous avons le système qui répond à l‟exigence de robustesse, car pour toute perturbation 

paramétrique aux deux points de mesure, le système assure la stabilité du procédé. 

  

- Analyse robuste 

 L‟analyse robuste est complétée avec les résultats obtenus pour le système (Fig.4.26) en 

boucle ouverte et en boucle fermée. 
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Fig.4.26 Analyse robuste d’un système en cascade en B.O. - segment avec une rampe d’entrée 
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 Les résultats sur la Fig.4.26 montrent que le système en boucle ouverte, ainsi qu‟en 

boucle fermée satisfait les conditions (4.25) et (4.26). 

 Les résultats obtenus avec les deux structures de commande, nous permettent de 

conclure que les systèmes de commandes suivent la contrainte et limitent la densité sur la voie 

rapide en aval du péage routier. Les résultats graphiques dans le domaine temporel, donnent le 

comportement sur les segments après le péage. Nous retrouvons la variation de la densité, du 

débit et de la vitesse pour chaque modèle et pour chaque scénario de l‟étude. Nous pouvons 

conclure que tous les systèmes répondent aux exigences et aux contraintes et prouvent 

l‟efficacité de la commande choisie. De plus la reconstitution de la partie fluide du diagramme 

fondamental dans les différents cas d‟études valide également les résultats obtenus, les méthodes 

utilisées et donne la possibilité de comparer les approches utilisées dans la présente thèse avec 

celles issues de la littérature. Les résultats harmoniques permettent d‟analyser la stabilité par ses 

indices et les performances des systèmes par leurs marges correspondantes. 

 Nous proposons une nouvelle présentation du lieu de Nyquist et du diagramme de 

Black-Nichols, en ajoutant un troisième axe dans les résultats graphiques sur lequel est portée la 

fréquence. Les résultats des réponses harmoniques dans les plans de Nyquist et de Black-Nichols 

sont alors présentés selon une forme 3D. Cette présentation a l‟avantage de montrer l‟influence 

de la fréquence sur le comportement et les performances des systèmes de commande ce qui est 

peu visible dans les caractéristiques 2D. 

 

IV.5. Conclusion 

 

 Ce chapitre est consacré à la commande des systèmes de flux de trafic. Le cas d‟école 

étudié a concerné le contrôle de la densité véhiculaire en aval d‟un péage autoroutier. Le principe 

physique de la commande repose sur le nombre de cabines de péage ouvertes. De cette façon il 

est possible de contrôler la densité véhiculaire en aval du péage en la maintenant à une valeur 

inférieure à une consigne. Nous avons proposé deux structures de commande. La première 

structure repose sur la mise en œuvre d‟une prédiction de Smith. Une amélioration du système 

classique avec un prédicteur de Smith a été proposée. Elle consiste dans la conception robuste 

d‟ordre non entière (approche CRONE) pour le réseau correcteur. La deuxième structure contient 

un régulateur avec une prédiction de Smith et un filtre de compensation DTC (Dead Time 

Compensator). La structure que nous avons réalisée est aussi améliorée par rapport au schéma de 

base, car pour le régulateur et le filtre nous avons proposé une synthèse non entière. L‟étude 

comparative a pu montrer l‟atout du filtre de compensation ajouté dans la boucle de commande. 

Le bilan entre les deux structures de commande dans le temps, montre que le filtre compense le 

retard au moment initial, ce qui correspond au moment du redémarrage des véhicules après les 

barrières de péage. En observant les réponses harmoniques, cette compensation est représentée 

par l‟augmentation des marges de stabilité du système de commande. Après avoir prouvé 
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l‟efficacité du système de commande CRONE avec un prédicteur de Smith et un filtre de 

compensation DTC sur un segment simple, nous avons effectué notre deuxième étude sur un 

segment composé contenant une rampe d‟entrée en aval du péage. Dans cette étude nous n‟avons 

pris que la deuxième structure (avec le filtre DTC) pour la commande du système. A partir des 

résultats, nous pouvons conclure que, pour les deux différentes situations et mesures effectuées, 

nous avons obtenu une invariance des marges de stabilité dans le domaine fréquentiel, le système 

de commande satisfait les conditions de robustesse et les critères de synthèse d‟une commande 

non entière. 
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CONCLUSION 

 

Suite des objectifs envisagés on peut conclure que les contributions de cette thèse sont : 

 Une étude approfondie des systèmes de flux de trafic routier, leurs variables et modèles 

de base (Ch.1). 

 Une application de la méthode analytique par la «fonction de Green» pour la résolution 

du modèle macroscopique du 1
er

 ordre LWR du flux de trafic routier. Le résultat est une 

présentation de la fonction de transfert du modèle LWR qui est un système à paramètres 

distribués. Nous avons utilisé le principe d‟application de la fonction de Green pour 

l‟équation d‟Euler monodirectionnel, qui exprime le processus stationnaire de 

l‟écoulement et de la distribution des véhicules sur les voies rapides (Ch.2). 

 Une proposition de transformation du système du flux de trafic dans la classe des 

systèmes robustes. 

 Une synthèse de la stratégie des systèmes asservis, leurs performances qualitatives et 

quantitatives, avec les conditions et les exigences d‟un trafic fluide sur les voix rapides 

(Ch.3).  

 Une application et un développement d‟une structure cascade avec un prédicteur de 

Smith non entier pour la commande robuste d‟ordre non entier. 

 Une amélioration du schéma cascade précédente avec une compensation par un filtre non 

entier. A l‟aide de ce schéma nous proposons une amélioration des performances et de la 

stabilité du système robuste. 

 Une étude temporelle de la densité, du débit et de la vitesse du trafic naturel et du trafic 

avec une commande. 

 Une analyse robuste du système de flux de trafic routier qui prouve l‟intérêt des schémas 

de systèmes conçu et ses performances robustes.  

 Une analyse graphique par les réponses temporelles, harmoniques et robustes du système 

de commande et une évaluation des qualités des systèmes de commande par rapport aux 

modèles du trafic naturel avec une présentation 2D et 3D des réponses harmoniques. 

 

PERSPECTIVES  

 

 Il reste un certain nombre de pistes d'améliorations concernant la modélisation, la 

résolution du modèle et la commande utilisées dans la présente thèse. 

 Concernant la modélisation, le modèle proposé est adapté aux modèles traitant le 

redémarrage à un feu ou une barrière. Les résultats obtenus sont satisfaisants dans le cas d‟études 

choisi lorsque le trafic est dans un état stationnaire. Par contre les mêmes démarches peuvent être 

appliquées pour des cas en dehors des états d‟équilibre. Cette idée pourrait être approfondie pour 

les modèles du deuxième ordre afin de pouvoir traiter de la même façon les problèmes 
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d‟accélération et de décélération. 

 En général les recherches menées dans le cadre de la résolution des modèles de flux de 

trafic sont concentrées plutôt sur son traitement numérique et les techniques basées sur les 

simulations. Dans la présente thèse nous nous sommes éloignés des méthodes de résolution 

numériques en essayant de rechercher une solution analytique. De nombreuses difficultés 

mathématiques de résolutions analytiques sont apparues en dépit de l‟apparente simplicité de la 

formulation du modèle. Il reste donc un champ important d‟investigation dans ce cadre 

d‟approches, notamment afin de mieux prendre en compte les non-linéarités du modèle et les 

comportements des véhicules intégrés dans les modèles d‟ordre supérieur. 

   Enfin dans nos travaux de thèse, nous avons développé une approche de commande 

CRONE avec une prédiction de Smith et un filtre de compensation. Cette approche permet 

d‟assurer une robustesse de la commande vis-à-vis des variations de paramètres et des 

perturbations générateurs d‟incertitude du système. Notre approche permet d‟assurer une stabilité 

et des performances robustes du modèle de trafic pris comme base d‟étude. Toutefois d‟autres 

approches de commande peuvent être étudiées, en particulier celles permettant de développer 

une meilleure prédiction du modèle qui mériterait d‟être mieux évalué dans un cadre temps réel 

par rapport à celui choisi.  
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ANNEXES 
Annexe 1  

Modélisation des flux de trafic routiers  

- Choix des conditions initiales et aux limites 

 Dans le cas d‟une représentation du flux de trafic routier selon un modèle du 1
er

 ordre, il 

est possible de choisir les conditions initiales (IC) et les conditions aux limites (BC). Leur choix 

peut être guidé en se basant sur les contraintes issues de la littérature, qui dans le cas des modèles 

des flux de trafic routier sont présentés par (A.1.1) - (A.1.5). 

 Choix de condition initiale: quand  t=0 

o Condition initiales nulle (A1.1) :  

       00, x
 

     (A.1.1) 

o Conditions initiales non nulles (A1.2) :  

           Lxtxgx ,0,,0,       (A.1.2) 

 Choix des conditions aux limites : quand Lxx  ,0  où  L,0x  

o Condition aux limites selon Dirichlet – dans le cas d‟une variable spatiale limitée 

dans un intervalle – une distance de la route par exemple (A.1.3): 

     
   
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    (A.1.3) 

o Condition aux limites selon Neumman: dans le cas de l‟équation d‟onde (A.1.4) 

      ,, txf
n

k ii

xi
i





     (A.1.4) 

n – surfaces, i – nombre des points spatiaux 

o Condition aux limites selon Robin (A.1.5) :  

     
   
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  (A.1.5) 

Pour les modèles des seconde ordres, nous pouvons toujours compléter le modèle avec   

- Modèle discret d’une rampe d’entrée pour le modèle de 2ème ordre(A.1.6) 
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   (A.1.6) 

  kr im,  - équation de la rampe d‟entrée et δ1 est un paramètre du modèle 

- Modèle discret d’une rampe de sortie pour le modèle de 2ème ordre (A.1.7) 
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   (A.1.7) 

  ks im,  - équation de la rampe de sortie et δ2 est paramètre du modèle  

- Modèle discret d’un rétrécissement pour le modèle de 2ème ordre (A.1.8) 
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  (A.1.8) 

  kim,  - équation d‟un rétrécissement  

- Modèle discret d’une file d’attente 

 Les modèles discrets de flux de trafic routiers présentés dans le chapitre 1 ne concernent 

que des segments simples. Par contre dans le cas d‟une structure complexe présentant par 

exemple des changements dans la géométrie de la route, il est nécessaire d‟ajouter dans 

l‟équation de conservation de la masse un terme qui explique le modèle d‟une rampe d‟entrée (de 

sortie, d‟un rétrécissement etc.) où nous pourrions observer le phénomène de construction d‟une 

file d‟attente. Alors dans la relation décrivant la rampe dans le modèle de base, apparait un terme 

sur la formation d‟une file d‟attente (A.1.9) [Hegyi A. et al. (2005)], [Kotsialos A. et al. (2002)], 

[Kotsialos A., Papageorgiou M. (2001)] :  
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   (A.1.9) 

 Une rampe d‟accès est assimilable à un segment simple. Elle reçoit une demande en 

entrée, et envoie des véhicules sur la voie principale selon les contraintes et les conditions 

d‟injection de véhicules ce qui peut provoquer la formation d‟une file d‟attente dans les heures 

de pointe. Les modèles de file d‟attente sont les suivants : 

File d’attente simple – sur un tronçon de route d’indice j  

            ;,1 ,,,, véhkqkdTkwkw ojoojojojo      (A.1.10) 

où : les conditions de la construction de la file d‟attente sont les suivantes :  

      kqkrkq ooo

^

 ; - partie du flux qui va sortir de la rampe – si or =1, il y a dans ce cas 

contrôle d‟accès par la rampe d‟entrée, sinon or = min,or . 
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 (A.1.11) 

 hvéhQo /, - capacité de la rampe ;  voiekmvéh //,max densité maximale 

Fille d’attente développée  

 Le débit (flux) de sortie de la rampe dépend des conditions de circulation sur la voie 

principale et la partie or  de la rampe d‟entrée, avec or Є [0, 1] 

            ;,1 ,,,, véhkqkdTkwkw ojoojojojo      (A.1.12) 

La construction d‟une file d‟attente est conditionnée par les   3 paramètres suivant : 

a) le flux de trafic existant au moment k du j
ème

 segment – (la demande et la fille d‟attente) 

b) flux maximal qui pourra entrer sur la voie principale selon ses conditions initiales  

c) le maximum de la partie venante de la rampe en tant que flux 
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(A.1.13) 

oQ - capacité de la rampe  

or = 1 correspond  au cas du modèle simple de file d’attente. 

 

Annexe 2 

Méthodes de résolution des modèles de flux de trafic routier 

 

Par des schémas numériques 

 Pour les modèles de flux de trafic routiers les méthodes numériques de résolution sont 

très souvent utilisées, en utilisant les schémas de discrétisation. La théorie des flux de trafic 

routier, reposant sur la théorie de la mécanique des fluides, montre de la même façon des 

phénomènes d‟ondes de choc, d‟éventails etc. Celles-ci, décrivent et expliquent les phénomènes 

rencontrés habituellement dans le processus d‟écoulement des véhicules, notamment sur les 

autoroutes. Alors, les méthodes numériques peuvent être aussi de 1
er

 ou de 2
ème

 ordre toujours en 

utilisant les mêmes schémas de discrétisation basé sur la résolution du problème de Riemann 
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mais avec une exactitude élevée pour les schémas de 2
ème

 ordre par rapport à ceux de 1
er

.  

Alors on peut diviser les différents schémas de discrétisation spatio-temporelle [Zhang et al. 

(1997)], [Chanut (2005)], [Kachroo P. et al. (1998)]:  

 -  pour les modèles du 1
er

 ordre – schéma de Lax-Friendrichs, schéma de Godounov, 

Schéma numérique aux différences finies ; 

 - pour les modèles de 2
ème

 ordre – schéma de Lax-Wendroff, schéma de Godounov. 

- Principe de base du Schéma de Lax-Wendroff – la discrétisation spatio-temporelle est 

réalisée sur le développement en série de Taylor de l‟équation différentielle. Partant de 

l‟équation de transport (A.2.1) le flux de trafic routier est assimilé à l‟écoulement d‟un fluide 

dans un tuyau de longueur L. La discrétisation spatiale nécessite de choisir des intervalles de 

l‟espace Δx de telle façon que L=MΔx, avec M le nombre de pas de calcul selon l‟espace 

considéré. De la même façon, la discrétisation temporelle nécessite de diviser le temps en 

intervalle Δt de telle façon que T= NΔt, N étant le nombre de pas de calcul selon le temps. 

       TtetLxtxu
x

ctxu
t

,0,0,,, 









   (A.2.1) 
 

- Principe de base du Schéma de Godounov [Zhang et al. (1997)], [Chanut (2005)], [Kachroo 

(2000)] – formation d‟une grille décomposant la route en tronçon (Fig.A.2.1) de longueur Δx de 

concentration homogène sur chaque tronçon [Giorgi 2002] et en découpant le temps d‟un pas de 

Δt connaissant l‟état initial du système quand t=0).  

 

Fig. A.2.1. Schéma de Godounov – schéma de discrétisation spatio-temporelle – décomposition d’un 

segment en plusieurs tronçon homogènes  

 On suppose la concentration constante sur chaque tronçon (cellule) ρ(Δx)=const et débit 

constant durant chaque pas de temps q(Δt)=const. Le principe de la méthode de discrétisation est 

dans le calcul de la concentration pour un pas de temps et de faire la moyenne sur chaque cellule 

(Fig.A.2.2).  

 

Fig. A.2.2. Schéma de Godounov – concentration moyenne par tronçon  

 Les conditions initiales pour exécuter la résolution par le schéma de Godounov et de 

calculer la moyenne de la concentration sur chaque cellule et de connaître les débits d‟entrée et 
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de sortie sur chaque cellule pendant un pas de temps. Puisque il est plus facile de calculer le 

débit à la sortie de chaque cellule que la concentration, on introduit les fonctions de l‟offre 

(actual inflow) et de la demande (demanded inflow) avec ces conditions particulières (A.2.3) 

comme il suit : 

- offre de capacité – correspond au nombre maximal de voitures qui peuvent entrer 

dans une cellule dans un pas de temps; 

- demande – correspond au nombre de véhicules qui souhaitent sortir d‟un tronçon 

dans un pas de temps. 

 

Fig.A. 2.3. Fonction d’offre et de demande en dépendance de la concentration 
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Comme ça on peut développer la forme générale de la discrétisation par le passage (A.2.3) des 

variables de sortie vers des variables d‟entrées de chaque cellule. 
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 On remplace les flux d‟entrée par des flux de sortie – le résultat obtenu sera seulement en 

fonction des flux de sortie et de la demande (flux d‟entrée) sur le premier segment.  

Pour la discrétisation spatiale nous observons le développement de la densité (A.2.4) sur chaque 

segment selon la loi de commande.  
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 En remplaçant pour les [(n-(n-2)) à (n)] segments les entrées par les sorties du segment 

précédent on doit recevoir une dépendance (A.2.5) des densités seulement en fonction du: 

- débit d‟entré sur la première section;  

- des débits de sorties correspondants à chaque segment; 

- de la densité du segment précédent. 
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 En fait la variable de sortie peut être remplacée par la relation des lois fondamentales du 

modèle de flux de trafic en exprimant le débit à partir de l‟état du système (la densité) et de la 

vitesse (A.2.6).  
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Pour chaque segment on doit remplacer la sortie par la relation qui nous donne l‟état du système 

et de là on arrivera à trouver la sortie du modèle.  
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Par des méthodes analytiques [Winckelmans G.  (2007)] 

Séparation aux variables indépendantes (A2.8) - EDP de transport de 1
er

ordre 
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Méthode de résolution des EDP par résolution des intégrales indépendantes  (méthode des 

caractéristiques) Cette méthode est utilisée surtout pour la résolution des EDP quasi-linéaires. 

 C‟est-à-dire qu‟une fois qu‟on fait l‟approximation de la vitesse de la façon qu‟on reçoit 

l‟EDP sous forme quasi-linéaire on peut le résoudre par la méthode des caractéristiques.  

La méthode consiste à trouver une solution par un nombre d‟équations intégrales indépendant. 

Toujours on fait une approximation de la non-linéarité dans le modèle en considérant la vitesse 

constante. Alors, on peut présenter sous forme vectorielle l‟équation aux dérives partielles 

comme suit: 

 Enoncée sur la méthode dans le cas générale (A2.9)-(A2.10) pour un exemple 

quelconque: 
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 Alors on peut construire deux intégrales indépendantes l‟une de l‟autre (A.2.10) pour 

pouvoir trouver les deux inconnues par les deux équations:  
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 Pour le modèle de LWR (5) : on développe l‟équation du transport (de convection) 

(A2.11) et (A2.12).  
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 Si la vitesse est constante on à l‟équation de la convection à vitesse constante. Dans ce 

cas là toutes les courbes caractéristiques solutions de cette équation sont des droites parallèles. 

D‟ici on trouve les équations intégrales aux dérivées ordinaires du système (A2.13)- (A2.14): 
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       tVfxfctxfsftx ,    (A2.14) 

 

 La solution de l‟EDP est une famille de droites parallèles correspondant à un déplacement 

des véhicules à vitesse constante  et nous  aurions toujours un déplacement à vitesse constante de 

la condition initiale.  

 

- Méthode d’approximation de la non-linéarité dans le modèle [Matko D. et 

al. (2000)], [Winckelmans G. (2007)]  

 La méthode d‟approximation décrite ici consiste à approximer le non linéarité. C‟est une 

étape importante, qui donne une solution particulière dans le cas où le système est considéré à 

l‟équilibre. Cependant, nous sommes obligés d‟exécuter la linéarisation de la non-linéarité. 

C‟est-à-dire, de faire une approximation de la vitesse (A.2.15) selon les contraintes de stabilité 

(A.2.16) et (A.2.17) pour assurer un bon fonctionnement du processus. Tout ca pour rester dans 

la zone fluide sur toute la longueur et sur tout l‟intervalle de temps, pour tenir la vitesse et la 

densité d‟une valeur au-dessous de leurs valeurs critiques. Le fait d‟approximation va changer le 

type de l‟équation. D‟un côté il peut se transformé dans une équation linéaire à coefficients 

constants où bien quasi linéaire (équation de Burger ou de diffusion). 

 La non-linéarité s‟exprime dans le modèle de LWR par l‟expression de la vitesse 

(A.2.15). C‟est-à-dire que nous prenons un point du diagramme fondamental selon les conditions 

ci-dessous (A.2.16): 
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 Pour l‟exemple calculé on suppose le suivant: pour qu‟nous soyons toujours dans la zone 

fluide du trafic il faut assurer (Fig.A.2.4) des valeurs de la densité du D.F. au dessous de sa 

valeur critique.  
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Fig.A.2.4. Choix du point du fonctionnement sur le diagramme fondamental 

 Alors nous pouvons définir les contraintes suivantes :  

 - Contrainte de limitation de la vitesse (A.2.17): 

    critiquecr VtxVtx  ,, 
     (A.2.17) 

- Contrainte de limitation de la densité (A.2.18): 
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 Pour obtenir une solution particulière nous pouvons nous appuyer sur les hypothèses 

suivantes (A.2.19): 
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 Le résultat (A.2.19) signifie que le point de fonctionnement du D.F. est fixé à son point 

critique.  

Pour faire l‟approximation de la non-linéarité nous pouvons utiliser les cinq cas suivant (A.2.20) 

– (A.2.25) [Sanwal K. et al. (1996)], [Papageorgiou (2003)]: 
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1. Approximation de la vitesse comme une constante  (A.2.20) – V(x,t)=c=const. Nous fesons le 

choix d‟une vitesse constante, en assurant l‟état fluide du processus (A.2.18) et (A.2.19). 
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 La solution est un ensemble de courbes caractéristiques – réseaux de droites parallèles 

dont la pente correspond à une valeur de vitesse constante. 

 

2. Approximation de la vitesse comme fonction de la variable spatiale  (A.2.21) - V(x,t)=c(x).   
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 La solution est un ensemble de courbes caractéristiques – réseaux de courbes 

exponentielles (définies par la condition initiale) qui se déforme en se translatant dans l‟espace 

avec une vitesse qui dépend de chaque point de l‟espace. 

 

3. Approximation de la vitesse comme fonction de la variable temporelle  (A.2.22) – V(x,t)=c(t). 
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 La solution de l‟EDP représente une translation de la condition initiale (des courbes 

exponentielles selon la condition initiale) à une vitesse non-constante.  

 

4. Approximation de la vitesse comme fonction de l‟espace et du temps (A.2.23) - 

V(x,t)=c(x,t,)..  
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5. Approximation de la vitesse – cas non-linéaire (A.2.24) – V(x,t)=c().  
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 Le fait que notre équation aux dérivées partielles est homogène, alors nous avons comme 

résultat la fonction  qui est conservée le long des caractéristiques-solutions de notre équation. 

Nous obtenons une vitesse V(x,t)=c() qui est conservée le long des caractéristiques. Dans le cas 

non linéaire nous recevrons des caractéristiques qui sont des droites dont la pente dépend de la 

condition initiale, qui est propagé le long de l‟espace avec une vitesse constante.  

 La forme conservative du PDE est obtenue facilement, en intégrant tout d‟abord la partie 

non linéaire en définissant une primitive (A.2.25) qui forme deux zones : 

- où la vitesse est croissante (zone de fluidité) avec une pente croissante sur les 

caractéristiques xdxx  ; 

- où la vitesse est décroissante (zone de congestion-compression) avec une pente 

xdxx   et les caractéristiques se croisent.  
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 Après un certain temps la solution devient discontinue ce qu‟on appelle une onde de 

choc. Le phénomène des ondes de chocs sont présent lors dans le cas d‟une vitesse non-linéaire.  

Une fois que l‟approximation est faite on arrive à la forme finale du modèle mathématique du 

LWR qui va être traité afin d‟être résolu par les méthodes analytiques.  

 

Annexe 3 

Méthode de résolution des EDP par la fonction de Green  

- Résolution des EDP selon la formule variationelle de Hadamard 

 Parmi les premiers qui ont traité la théorie de la méthode de la fonction de Green comme 

un moyen de résolution des EDP est proposé par [Butkovskij (1979)]. Il présente pour différents 

types d‟équations différentielles, classées dans différents Groupes (selon leur degré, 
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homogénéité, linéarité, nombre de variables indépendantes) et donne dans une forme directe la 

fonction de Green, ainsi que la fonction de transfert en dépendances de contraintes imposées. 

Pour ses calcules il se base sur la théorie de la formule variationnelle de Hadamard pour trouver 

la fonction de Green. Si on a une EDP qu‟on peut présenter sous forme opérationnelle de la 

façon suivante      0,,,, ttDxtxftxl  , alors les conditions initiales et aux limites sont 

comme suit :          txgtxBCetxtxIC ,,, 0   , où les fonctions     xtxf 0,,   et 

 txg ,  sont à priori définies.  

 On peut arriver au cas où on a des conditions initiales nulles et des conditions aux limites 

homogènes. Si les conditions aux limites ne sont pas homogènes il y aurait deux fonctions de 

Green différentes pour les deux bornes spatiales. Dans la suite on cherche une fonction dite 

standardisée  txw , , qui donne la solution homogène du EDP sous forme que    txwtxf ,,  .   

Il s‟agit de l‟équation du Groupe 1.1.1 [Butkovskij (1979)] (A.3.1, A.3.2): 
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Alors : 
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On a les conditions initiales et aux limites homogènes (A.3.3): 
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D‟ici on reçoit la fonction de normalisation pour les conditions initiales nulles et les conditions 

aux limites homogènes, alors la solution se limite à la résolution de l‟intégrale (A.3.4): 
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 (A.3.4) 

 Après avoir appliquée la transformée de Laplace, on obtient pour la fonction de transfert 

un système distribué dont le résultat est le suivant (A.3.5) : 
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 L‟approche de résolution des EDP par la fonction de Green repose sur la théorie des 

distributions et le produit de convolution, qui utilise la transformée de Fourier et la transformée 

inverse de Fourier [Duffy (2001)], [Stakgold (1979)]. Sur cette base on peut résoudre le 

problème, en déterminant l‟inverse de convolution d‟un opérateur appelée fonction de Green. Si 

nous cherchons la solution en un point d‟une équation différentiel, alors nous pouvons présenter 

l„équation par le produit de cet opérateur différentielle D et la fonction solution  x  de notre 

équation égale à une autre fonction dite source  xj  (A.3.6), sous la condition que la source est 

une fonction de Dirac au même point (A.3.7): 

         xjxD       (A.3.6) 

         xxDG       (A.3.7) 

 Il est très important de définir les conditions aux limites pour l„équation différentielle, car 

ils nous donnent la solution particulière, en envisageant le point de fonction dans l‟espace 

(A.3.8.).  

    

          

         

     

           xjdyyjyxxjDGxD

yxyxDGA

dyyjyxDGxjDGxD

dyyjyxGxjGxA



































*

2.5

*

*1.5

   (A.3.8) 

D‟autre côté nous devons remplacer l‟opérateur différentiel contenant les coefficients de 

l‟opérateur par une fonction, en appliquant la transformé de Fourier (et/où de Laplace) (A.3.9) et 

(A.3.10): 
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On calcule la transformé inverse de Fourier pour les conditions aux limites définies (A.3.11).  
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Pour les conditions IC et BC on a (A.3.12) et (A.3.13): 

    

   

     

      

  

   0,,,

0,,,

,,,

,

0

0

00

0

















txxGBC

txxGIC

txxtxxGl

txxtxf

     (A.3.12)

          ddxxwtxxGtx

t

t D

000

0

,,,,,  

 

   (A.3.13) 

 Puisque la théorie se base sur l‟utilisation des fonctions de Dirac dans la solution par la 

fonction de Green, on présente les propriétés de la fonction impulsionnelle, en tant qu‟une 

fonction distribuée qui est linéaire et continue dans un espace pluridimensionnel défini. Plus loin 

on utilise la transformé de Laplace donnant une allure achevée de notre problème qui se 

consistait dans l‟obtention d‟une fonction de transfert présentant le problème distribué. 

Groupes (1.1.1) présente des EDP de premier ordre soit-ils linéaires ou non-linéaires par quatre 

cas particulier parmi lesquels on retrouve l‟équation du transport (A.3.14) - (A.3.17)  
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 Sous forme directe analytique nous avons : 

- la fonction normalisée  

                 xtgbtxQxatxftxw   0,,    (A.3.15) 

- la fonction de Green 
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- la fonction de transfert 
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- Propriétés de la fonction de Dirac 

 Dans la recherche d‟une solution d‟une équation différentielle, en utilisant la fonction de 

Green nous utilisons la théorie des distributions d‟une source potentielle de type fonction de 

Dirac. Cette dernière possède les propriétés suivantes très utiles [Duffy (2001)] 

 (A.3.24) 
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 D‟ici nous pouvons dire que la fonction de Green est une méthode de recherche d‟une 

solution des équations différentielles non homogènes. Dans le cas des équations linéaires se 

présentant sous la forme Lx=f, nous avons L–opérateur différentiel linéaire de x – la variables 

indépendante, f(x) – une fonction connue et u(x)–la solution que nous devons obtenir. Nous 

pouvons la trouvée, comme une suite de fonctions qui satisfaites les conditions  Lx=λf, λ-

constante arbitraire. La méthode se consiste à trouver la solution du EDP quand  Lg=δ(x-ξ), ξ - 

point arbitraire de l‟espace. La solution de u(x) est donnée par une intégrale qui contient la 

fonction de Green g (x, ξ) et f (ξ).  

Si on prend l’exemple d’un circuit électrique (A.3.25): 
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Pour  t  on a solution de l‟équation homogène (A.3.26): 
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Pour   t  on a solution générale non homogène (A.3.27):    
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   (A.3.27) 

On peut donner la solution générale sous la forme (A.3.28): 
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 Si nous supposons, que pendant tout l‟intervalle de temps nous avons à chaque   un 

impulse d‟amplitude


iV
 , alors la réponse est sous la forme suivante (A.3.29):   
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  (A.3.29) 

 

D‟où nous avons (A.3.30): 
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Pour résoudre la fonction de Green, en utilisant la fonction de Dirac, il faut se limite dans la 

résolution de l‟équation sous les conditions initiales comme suit : 
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    0|0,   gtRg
dt

dg
L , en appliquant la transformée de Laplace on reçoit l‟expression 

de la fonction de Green dans le plan complexe sous forme d‟une fonction de transfert pour le 

modèle d‟un circuit électrique. C‟est la même procédure et nous pouvons raisonner et suivre la 

même logique dans le cas d‟un modèle de flux de trafic car finalement nous nous retrouvons sur 

une équation différentielle similaire. 

 

- Etapes de la résolution des EDO par la fonction de Green 

 La méthode consiste à passer par les étapes suivantes pour le cas des EDO: 

 Nous avons un EDO dont y(t) est solution, dépend d‟une seule variable indépendante 

t et dont la partie droite est une fonction f(t) 

 La fonction de Green donne la solution de EDO selon les conditions initiales où les 

valeurs de y(t) et ses dérivées sont nulles pour t=0. 

 Par la transformée de Laplace nous trouvons la forme opérationnelle et la transformée 

de Laplace de la fonction originale y(t). Ca veut dire que tout dépend de f(t).  

 Si on note que Y(p)=F(p)G(p), où G(p) est une fonction, alors la transformée inverse 

de Laplace nous donnera la fonction g(t) 

 Par le théorème de convolution (appliquant la transformée de Fourier – changement 

de variables) on reçoit      dxxtftgty

t

 
0

 où g(t) est la fonction de Green 

 Plus loin nous prenons les conditions initiales homogènes (condition nulle). Dans le 

cas contraire, il faut trouver une solution homogène qui satisfaites les CI et après 

introduire cette solution dans la solution non homogène.  

 Nous remplaçons la fonction de l‟EDO de base par la fonction de Green g(t) pour le 

cas non homogène où nous avons une impulsion appliquée au moment t=τ, après le 

moment initiale t=0.  

 

- Solution de l’équation d’onde du deuxième ordre par la méthode de la 

fonction de Green 

 Dans le Ch.3 de [Duffy (2001)], l‟auteur donne la solution de l‟équation d‟onde du 

deuxième ordre (A.3.30) suivante : 

        0,2

2

2
2

2

2
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





 tttxc

x

g
c

t

g
  (A.3.30) 

En utilisant le transformée de Laplace (pour les conditions initiales nulles     00, 0  xgxg ) 

(A.3.31) :  

       sexc
x

G
cGs 




 2

2

2
22

    (A.3.31) 

 Pour résoudre (A3.31) nous devons utiliser la transformé de Fourier (pour les conditions 

aux limites homogènes      tgtLgtg  ,,0 ) pour obtenir une équation algébrique de type 
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(A.3.32). 
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 Alors trouve la solution finale de la fonction de Green en résolvant l‟intégrale de type 

Fourier (la transformée inverse) (A.3.33) 

     
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 Comme résultat final de l‟équation d‟onde du deuxième ordre est une fonction retard 

(fonction irrationnelle) qui dépend à la fois de toutes les variables spatiales (x, ξ) et temporelles 

(t, τ), ainsi que de la constante c (la vitesse). 

 

 

Annexe 4 

 

Stratégies de commandes    

- Stratégie ALINEA discrète : 

Le modèle discrète est présenté par les équations (A.4.2.a) à partir de (A.4.1). 

 rqq
Ldt

d

dx

dq

dt

d

dx

dq

dt

d
outin 

1
0


 (A.4.1) 

 

          
L

krkqkq

T

kk outin 


  1
  (A.4.2.a) 

 D‟ici la sortie du système discrète est sous la forme  (A.4.2.b) 

          krkqkq
L

T
kk outin   1   (A.4.2.b) 

 Le schéma correspondant du modèle du système est présenté par la Fig. A.4.3. 
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Fig. A.4.3. Schéma bloc de la commande par rampe d’entrée Stratégie ALINEA 

 

 Cette commande correspond à un régulateur de type I (intégrateur), mais également on 

pourra réaliser une commande de type PI ou PID en dépendance des conditions et les contraintes 
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imposées. Tout cela va apparaitre comme différence dans l‟expression de r(t).  

Si on examine l‟équation de la commande issue de la stratégie ALINEA [Papageorgiou (1991), 

[Papageorgiou (1998)] on peut voir que l‟équation du flux versé est celui venant en amont sur la 

voie principale dans un temps k (A.4.3): 

r(k) = r(k-1) + Rk[ô-oout(k-1)]    (A.4.3) 

 

- Stratégie coordonnée METANET (suite) : 
 Quand le nœud n a plus d‟un lien partant, la densité virtuelle en aval est (A.4.4) : 


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)(

)(              (A.4.4) 

Où on est le lien sortant du nœud n. 

 Quand le nœud n a plusieurs liens sortants, la vitesse virtuelle en amont )(, kv om  de lien 

sortant m est (A.4.5): 
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            (A.4.5) 

 Alors, pour la vitesse en amont on a : un nœud entrant n d'origine la vitesse virtuel μ(k)  

d'origine peut être spécifié par l'utilisateur, où  μ est l'index d'origine. Si μ(k)  n'est pas spécifié 

alors elle égale à la vitesse du premier segment du lien partant (A.4.6) (Fig.A.4.4). 

).()( 1, kvkv m               (A.4.6) 

Segment 1 Segment 2 ……… Segment Nm

Segment virtuelle 0 Segment 1 Segment 2 …….. Segment Nm

Lien m

Lien m

Segment 1 Segment 2 ……… Segment Nm

Segment virtuelle 0 Segment 1 Segment 2 …….. Segment Nm

Lien m

Lien m

 
Fig. A.4.4. Un nœud avec un lien sortant m et quelques liens entrants. Les vitesses du dernier 

segment du lien entrant sont liées dans une vitesse virtuelle en amont m,o(k) [Hegyi (2004)] 

  

 S'il y a un deuxième lien entrant sans compter l'origine, alors la vitesse du dernier 

segment du second lien entrant, est prise pour m,o(k). 

 Pour le contrôle de la densité en aval : nous avons la densité virtuel en avale du lien entrant 

m d‟un nœud relié à une destination, est calculée comme suit: d'abord, l'utilisateur peut spécifier 

la destination de la densité μ(k) où μ est l'index du lien de destination. Un flux limité qlimit(k) 

peut être défini, et la densité virtuelle en aval est calculée selon (A.4.7) 
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où amont(k) est la densité du lien sortant et Cμ est un paramètre. Si μ(k) est différent qlimit(k)  est 

défini comme μ(k)=m,Nm(k) et s‟il y a un second lien sortant de nœud n alors la densité du 

premier segment est pris pour m,i+1. 
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Fig.A.4.5.  Un nœud avec un lien entrant et quelques liens sortant. La densité du premier segment du lien 

sortant est notée comme densité virtuelle en aval [Hegyi (2004)] 

 

- Principe de la commande plate -   

 La théorie de la commande plate est un moyen puissant de commande des processus. Il 

s‟agit de trouver la sortie du système appelée sortie plate, qui dans la suite doit être transformée 

jusqu‟à l‟obtention du modèle sous forme d‟espace d‟état. La théorie de la platitude est une 

méthode de commande qui a été appliquée sur les systèmes de flux de trafic routiers [109-111][ 

Fliess M. et al. (1992)], [Martin P.  et al. (1992)], [Fliess M. et al. (1995)], [Abouaissaet H. al. 

(2006)] qui est appropriée aux systèmes non-linéaires, car on regarde sur la stabilité du système 

non-linéaire, en utilisant les critères d‟observabilité. En utilisant les méthodes numériques de 

résolution et en lui ajoutant une commande plate dans le cas d‟un système non-linéaire, en fait on 

cherche un point de fonctionnement au voisinage d‟un ensemble de solutions ce qui exprime en 

fait et la non-linéarité dans le modèle de cet ensemble de solution autour d‟une courbe nominale. 

Le passage de variable (A.4.8) est le suivant : 
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 Dans notre cas concret la variable d‟état est la dérivée de la densité et de la sortie plate 
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c‟est la densité sur le dernier segment pour le modèle LWR.  

 Après avoir réalisé la discrétisation spatiale, par découpage en plusieurs tronçons, nous 

recevrons plusieurs tronçons et plusieurs équations d‟état du système (A.2.7). 

 
 

Annexe 5 

Méthodes d’approximations rationnelles   

- Méthode d’approximation rationnelle d’une fonction irrationnelle du type: 

      apepFattf    
 La fonction de type retard est une fonction est irrationnelle qui ne peut pas être utilisée 

sous forme directe dans le domaine de Matlab/Simulink. Alors il nous faut une approximation 

rationnelle qui pourra se faire par les approches suivantes [Nikolov (2002)]: 

1. Approximation en utilisant la formule d’Euler –    atsinjatcose at 
 

2. Approximation utilisant les séries :  

 

a. La série de Taylor (A.5.1): 
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 Exemple de calcule (A.5.2) : 
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b. La série de Mac Loren (A.5.3): 
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c. La série de Padé (A.5.4): 
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3. La série polynomiale : de N-nombre de cellules du type (A.5.5): 
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- Approximation d’un opérateur non-entier avec une fonction continu 

 Les opérateurs non-entiers sont utilisés pour obtenir des performances améliorées dans le 

fonctionnement des systèmes et des processus, mais pour pouvoir les réaliser réellement, en 

utilisant des logiciels de simulations, il est nécessaire de trouver leur analogue rationnel. En 

générale les différences  

 Qu’est-ce qui diffèrent les opérateurs entiers par les opérateurs non-entiers ? (A.5.6) 
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1) Fractions enchainées continues  

La propriété générale des fractions continues est dans l‟analyse et l‟observation de la stabilité des 

systèmes linéaires. Alors si on a une fonction irrationnelle G (p), on peut la remplacer avec une 

autre fonction linéaire du type (A.5.7) : 
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2) Approximation avec une fonction de type : 
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3) Approximation avec couple de polynômes non-symétriques : 

Pour les basses fréquences (A.5.9) et pour les hautes fréquences (A.5.10) : 
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4) Approximation avec une fonction de type (A.5.11) : 
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5) Approximation de la α
-ème 

racine : on reçoit un polynôme basé sur les relations (A.5.12) 
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Exemple d‟énoncé (A.5.13), de calcule (A.5.14): 
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 Comme résultat des simulations pour les trois opérateurs (intégrateur I, différentiateur D 

et intégro-différentiateur ID) en utilisant l‟algorithme (A.5.14). Sur les caractéristiques on 

obtient le gabarit généralisé (gabarit horizontal sur le lieu de Bode) qui se forme autour de la 

fréquence de coupure qui améliore les performances des systèmes dans ce diapason : 

 

- Opérateur intégrateurs (Fig.A.5.1) : 
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Fig.A.5.1. Diagramme de Bode et plan de Black-Nichols pour un opérateur intégrateur 

approximé en utilisant de la α
-ème 

racine pour les résultats obtenus de (A.5.14) 
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- Opérateur différentiateurs (Fig.A.5.2) 
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Fig.A.5.2. Diagramme de  Bode et plan de Black-Nichols pour un opérateur différentiateur 

approximé en utilisant de la α
-ème 

racine pour les résultats obtenus de (A.5.14) 

- Opérateur intégro-différentiateur (Fig.A.5.3) 
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Fig.A.5.3. Diagramme de Bode et plan de Black-Nichols pour un opérateur intégro-

différentiateur approximé en utilisant la α
-ème 

racine pour les résultats obtenus de (A.5.14) 

-30

-20

-10

0

10

20

30

M
a
g
n
itu

d
e
 (

d
B

)

10
-4

10
-2

10
0

10
2

10
4

-90

-45

0

45

90

P
h
a
s
e
 (

d
e
g
)

Bode Diagram

Frequency  (rad/sec)

H3(p)H2(p)H1(p)

-45 0 45

-30

-20

-10

0

10

20

30

 -1 dB

 -3 dB

 -6 dB

 -12 dB

 -20 dB

Nichols Chart

Open-Loop Phase (deg)

O
p
e
n
-L

o
o
p
 G

a
in

 (
d
B

)

H1(p) 

H3(p)

H2(p)

 
Fig.A.5.4. Diagramme de Bode et plan de Black-Nichols pour l’ensemble des algorithmes I, D et 

ID approximés en utilisant de la α
-ème 

racine pour les résultats obtenus de (A.5.14) 

6) Approximation d’Alain Oustaloup – est développée dans le Chapitre 4 et l’Annexe 6 
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Annexe 6 

Commande d’ordre non-entière (CRONE) proposé par Alain [Oustaloup (1998)] 

 Dans ces ouvrages Alain Oustaloup [Oustaloup (1994)] propose une méthode 

fréquentielle d‟approximation des algorithmes non-entier pour obtenir une commande qu‟on 

appelle CRONE (Commande Robuste d‟Ordre Non-Entier). On peut faire une approximation des 

algorithmes classiques – intégrateur, différentiateur, intégro-différentiateur en utilisant des séries 

polynomiales, soit-elles symétriques ou non-symétrique. La méthode montre qu‟il existe un lien 

entre la dérivation (respectivement intégration) non-entière et récursive. Alors dans la méthode 

nous réalisons un système à réponse fréquentielle récursive avec une distribution récursive des 

zéros et les pôles [Oustaloup A. et al. (1999)], [Canat (2005)], [Nikolov (2005)], [Benova 

(2006)] (A.6.1).  
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 Pour obtenir les fréquences dans les polynômes dans le numérateur et dénominateur de 

chacune des cellules de l‟approximation proposé par A. Oustaloup [1998] on utilise la relation 

(A.6.2) 
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 La méthode d‟obtention des algorithmes rationnels des régulateurs non-entiers se base au 

critère de synthèse suivant : l‟invariance des marges de stabilités (dans le domaine fréquentielles 

se sont les marges de gain et de phase qui sont observé sur les lieux de Nyquist, Bode et Black-

Nichols). Il s‟agit d‟une approximation rationnelle d‟une fonction qui est d‟ordre non-entier et 

qui est de type irrationnelle. Pour l‟approximation nous utilisons un modèle polynomiale de type 

cellulaire, en utilisant n-nombre de cellule de type intégro-différentielle. Leur rôle c‟est d‟obtenir 

un diapason fréquentielle, dans lequel les marges de stabilités (marges de gain et de phase) sont 

invariables (ont une valeur constante). Ce diapason est connu souvent comme gabarit verticale 

(dans le lieu de Black-Nichols) et gabarit horizontale (dans le lieu de Bode) et il se présent 

comme une droite (entre les deux limite fréquentiels du diapason) de la caractéristique du 

système dans le lieu de Nyquist. Ce gabarit a une valeur prédéfinie de la phase du régulateur qui 

dépend du rapport fréquentiel de chaque cellule et indirectement dépend de l‟ordre non-entier de 

synthèse du régulateur. La largeur du gabarit dépend proportionnellement aux nombres des 

cellules que nous utilisons dans l‟approximation de synthèse du régulateur. En fait, chaque 

cellule a la même phase, mais ce qui change c‟est la valeur de la fréquence de coupure, comme 

ça nous obtenons comme résultat le même profil pour chaque cellule mais décalé d‟une certain 

valeur de sa fréquence de coupure. Nous pouvons l‟observer dans les différents lieux 
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fréquentielles (Fig. A.6.1).  
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Fig. A.6.1. Diagramme de Bode d’un régulateur intégrale non-entier, approximation avec 6 

cellule de type intégro-différentielle 

 La propriété générale, des algorithmes non-entiers approximé par les méthodes 

polynomiales, se consiste dans l‟invariance des performances de stabilité (Fig.A.6.2): 
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Fig. A.6.2.  Propriétés  des systèmes à commande non-entière dans le  Lieu de Nyquist et le plan 

de Black-Nichols  

 Ce gabarit horizontal entoure symétriquement la fréquence de coupure du système en 

assurant une invariance des marges de stabilités du système dans le cas des perturbations qui 

peuvent influencés sur le système.  
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Annexe 7 

Etapes de transformation d’un système de commande CRONE avec Smith 

prédiction et filtre de compensation vers une présentation classique. 

 Dans le Chapitre.IV., nous avons présenté que quelques étapes des transformations du 

système de commande CRONE avec Smith prédiction et compensation du retard par des filtres 

non-entiers. Plusieurs auteurs traite le modèle classique de commande avec Smith prédiction et 

filtre de compensation DTC [Ingimundarson A. et al. (2001)], [Guzmàn J.L. et al. (2007)], 

[Normey-Rico J.E. et al. (2007)], [Zhang W. et al. (2007)], [García P. et al. (2008)], [Normey-

Rico J.E. et al. (2008)], [Feliu-Batlle et al. (2009)]. Cependant  [Nikolov (2008a)], [Nikolov 

(2008b)] a proposé une approche non-entière pour la même structure. Dans la présente annexe, 

nous avons pour but de développées tous les dix étapes et de présenter le plus en détaille les 

transformations que subit le système afin de le présenté sous forme classique (Fig. A7.1). 
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ETAPES DE TRANSFORMATION DU SYSTÈME DE COMMANDE CRONE AVEC  SMITH PREDICTION ET 
COPNESNATION VERS UNE PRESENTATION CLASSIQUE
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Fig. A7.1. Etapes de transformation d’un système de commande CRONE avec Smith prédiction 

et compensation du retard vers une structure classique  

 

  

 


