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Résumé :
Dans le cadre de la combinaison de classifieurs, une

étape de calibration, fondée sur la régression logistique,
est généralement utilisée pour transformer indépendam-
ment chaque sortie de classifieur en distribution de proba-
bilité pour ensuite les combiner. Afin de mieux gérer les
incertitudes cette calibration a récemment été redéfinie
dans le cadre des fonctions de croyance. Dans cet article,
nous proposons de calibrer conjointement les classifieurs
en utilisant la régression logistique multiple, et d’étendre
cette approche au cadre des fonctions de croyance. Notre
approche évidentielle est testée sur des données simulées
et réelles avec des classifieurs SVM binaires, et présente
plusieurs avantages par rapport à sa version probabiliste
et par rapport à l’approche évidentielle calibrant indépen-
damment chaque classifieur.

Mots-clés :
Fonctions de croyance, fusion d’informations, calibra-

tion, régression logistique multiple.

Abstract:
In a context of multiple classifiers, a calibration step

based on logistic regression is usually used to indepen-
dently transform each classifier output into a probability
distribution, to be then able to combine them. This ca-
libration has been recently refined, using the evidence
theory, to better handle uncertainties. In this paper, we
propose to calibrate jointly the classifiers using multiple
logistic regression, and to extend this approach to the evi-
dential framework. Our evidential approach is tested on
generated and real datasets with binary SVM classifiers,
and presents several advantages over its probabilistic ver-
sion and the evidential approach based on independent
calibration.
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1 Introduction

Un moyen d’obtenir de meilleures perfor-
mances pour un problème de classification
donné consiste à fusionner les résultats de plu-

sieurs classifieurs [9]. Néanmoins, ces clas-
sifieurs peuvent avoir été entraînés sur des
données d’apprentissage différentes ou reposer
sur des méthodes de classification différentes.
Ainsi, pour rendre comparables les sorties de
ces classifieurs et pour pouvoir les combiner,
une étape de calibration est nécessaire. Généra-
lement, celle-ci permet de transformer la sortie
du classifieur en une probabilité.

Une des méthodes de calibration les plus em-
ployées utilise la régression logistique [10].
Dans cette méthode comme pour les autres
approches de calibration, un classifieur four-
nit en sortie une classe ainsi qu’un score de
confiance associé à cette classe. À partir d’un
ensemble d’apprentissage, cette calibration per-
met alors de fournir une probabilité sur la classe
en se fondant sur l’a priori que plus le score de
confiance est important, plus la probabilité doit
être grande.

Récemment, Xu et al. [13] ont proposé un raf-
finement de cette calibration dans le cadre de
la théorie des fonctions de croyance [11, 12].
Cette calibration porte sur un classifieur, et
fournit une fonction de croyance au regard
de la vraie classe à la place d’une probabi-
lité. Cette méthode évidentielle permet d’ob-
tenir de meilleures performances lorsque l’en-
semble d’apprentissage contient en particulier
peu de données. Plus précisément, elle permet
de diminuer le problème de surapprentissage



notamment dans ces situations.

Au lieu de calibrer individuellement chaque
classifieur puis de les combiner en cherchant la
règle la plus adaptée, il est possible de considé-
rer conjointement les scores retournées par un
ensemble de classifieurs pour une même classe
d’un objet donné, et d’apprendre la probabilité
à attribuer à cette classe étant donné ces scores.
Pour ce faire, une calibration utilisant la régres-
sion logistique à plusieurs variables (ou régres-
sion logistique multiple) [6] peut être employée.

Dans ce papier, nous proposons d’étendre au
cas évidentiel une telle calibration conjointe
et fondée sur la régression logistique multiple,
avec les mêmes outils employés par Xu et al.
pour étendre la calibration d’un classifieur fon-
dée sur la régression logistique à une variable.
Puis, nous montrons sur des expérimentations
que cette approche peut s’avérer moins sen-
sible au surapprentissage que sa version pro-
babiliste. Nous montrons également comment,
dans un problème de fusion de classifieurs,
cette approche peut donner de meilleurs résul-
tats qu’une fusion par la règle de Dempster de
calibrations individuelles.

La plan du papier est le suivant. Les notions de
base nécessaires sur la théorie des fonctions de
croyance sont exposées dans la section 2. La ca-
libration conjointe fondée sur la régression lo-
gistique multiple ainsi que son extension dans
le cadre évidentiel que nous proposons sont en-
suite présentées à la section 3. Ces deux ap-
proches ainsi que l’approche calibrant indépen-
damment chaque classifieur, sont alors compa-
rées expérimentalement dans la section 4. Enfin,
une conclusion et des perspectives sont données
dans la section 5.

2 Théorie des fonctions de croyance

Les notions de base de la théorie des fonctions
de croyance sont rappelées dans la section 2.1,
puis sont exposées dans la section 2.2 les appli-
cations en statistique de cette théorie à l’estima-
tion et à la prédiction, qui sont des concepts uti-

lisés pour définir les calibrations dans le cadre
des fonctions de croyance.

2.1 Concepts de base

La théorie des fonctions de croyance est un
cadre permettant de raisonner sur des incer-
titudes. Avec Ω un ensemble fini contenant
l’ensemble des réponses possibles à une ques-
tion Q d’intérêt, une information portant sur
la réponse à Q peut être représentée par une
fonction de masse (FM) mΩ définie de l’en-
semble des parties de Ω, noté 2Ω dans l’in-
tervalle [0, 1] telle que la somme des masses
vaut 1, i.e.

∑
A⊆Ω m

Ω (A) = 1. La quantité
mΩ(A) représente la part de croyance allouée
au fait que la réponse à Q est dans l’ensemble
A sans être plus spécifique. Tout ensemble A
tel que mΩ(A) > 0, est appelé élément focal
de mΩ. Quand les éléments focaux d’une FM
mΩ sont emboîtés,mΩ est dite consonante. Une
FM mΩ est en correspondance biunivoque avec
une fonction de croyance BelΩ et une fonction
de plausibilité PlΩ respectivement définies pour
tout A ⊆ Ω par

BelΩ(A) =
∑
B⊆A

mΩ(B), (1)

PlΩ(A) =
∑

B∩A 6=∅

mΩ(B) . (2)

La fonction de plausibilité restreinte aux sin-
gletons est appelée fonction de contour et est
notée plΩ. On a plΩ(ω) = PlΩ({ω}) pour tout
ω ∈ Ω. Quand une FM est consonante, la fonc-
tion de plausibilité peut être retrouvée à partir
de la fonction de contour grâce à la relation sui-
vante

PlΩ(A) = sup
ω∈A

plΩ(ω), (3)

pour tout A ⊆ Ω.

Différentes stratégies existent au moment de
prendre une décision à partir d’une fonction
de croyance [4]. Il est par exemple possible
de choisir la réponse à la question Q minimi-
sant les risques espérés inférieur ou supérieur.



En prenant des coûts de décision égaux à 1
en cas de mauvaise décision et égaux à 0 en
cas de bonne décision, les risques espérés in-
férieur et supérieur sont respectivement défi-
nis par R∗(ω) = 1 − mΩ({ω}) − mΩ(Ω) et
R∗(ω) = 1 − mΩ({ω}). Choisir la réponse
minimisant le risque inférieur R∗ (resp. supé-
rieur R∗) est une stratégie optimiste (resp. pes-
simiste). Enfin, il est également possible d’in-
troduire une décision ne faisant pas partie des
réponses à la question Q, et qui est la décision
de rejet, c’est-à-dire la décision de ne pas choi-
sir une réponse à la question Q. Cette nouvelle
décision, associée à un risque Rrej ∈ [0, 1], per-
met de ne pas prendre la décision minimisant un
risque R∗ ou R∗ lorsque celui-ci est supérieur à
Rrej . Le risque Rrej correspond à un montant
maximum de risque accepté, il permet d’éviter
de prendre une décision trop risquée.

2.2 Estimation et prédiction statistiques

La théorie des fonctions de croyance peut être
employée pour faire de l’estimation et de la pré-
diction statistiques [11, 5, 3, 8, 7].

Soient θ ∈ Θ un paramètre inconnu, x ∈ X
une donnée observée réalisation d’une variable
X , et fθ(x) la fonction de densité générative
des données. L’estimation (ou inférence) sta-
tique consiste à estimer le paramètre θ étant
donné l’observation x. Shafer [11, Chapitre 11]
propose (une justification est donnée par De-
nœux dans [5]) de représenter cette connais-
sance sur θ par une fonction de croyance conso-
nante BelΘx définie à partir de la fonction de
vraisemblance Lx : θ → fθ(x), et dont la fonc-
tion de contour associée est égale à la fonction
de vraisemblance normalisée :

plΘx (θ) =
Lx(θ)

sup
θ′∈Θ

Lx(θ′)
, ∀θ ∈ Θ. (4)

Supposons maintenant qu’ayant observé x, des
informations sont disponibles sur θ sous forme
d’une fonction de contour plΘx . Le but de la pré-
diction statistique est de donner des éléments

sur une donnée non encore observée y ∈ Y réa-
lisation d’une variable Y , dont la distribution
conditionnelle étant donné X = x dépend de
θ. Une manière d’obtenir une telle fonction de
croyance définie sur Y est d’utiliser le modèle
d’échantillonnage de Dempster [3, 8, 7]. Dans
ce modèle, la variable Y est exprimée comme
une fonction du paramètre θ et d’une variable
auxiliaire non observable dont la distribution est
indépendante de θ. Considérons le cas particu-
lier important suivant comme exemple.

Exemple 1 Supposons Y ∈ Y = {0, 1} une
variable aléatoire suivant une loi de Bernouilli
de paramètre θ. Xu et al. [13] montre que dans
ce cas, on a :

BelYx ({1}) = θ̂ −
∫ θ̂

0

plΘx (u)du, (5)

PlYx ({1}) = θ̂ +

∫ 1

θ̂

plΘx (u)du, (6)

avec θ̂ maximisant plΘx .

3 Une approche de calibration évi-
dentielle conjointe

Supposons qu’un classifieur binaire SVM four-
nit un score de confiance s ∈ R accompagnant
chacune de ses sorties s’exprimant au regard de
réalisations d’une variable Y ∈ Y = {0, 1}.
L’étape de calibration, en particulier celle basée
sur la régression logistique [10], permet d’ap-
prendre comment interpréter ce score en esti-
mant la probabilité pY(·|s) à partir d’un en-
semble d’apprentissage composé de données
étiquetées. Moins l’ensemble d’apprentissage
contient de données et plus les probabilités es-
timées sont incertaines. Pour modéliser plus
finement ces incertitudes, Xu et al. propose
dans [13] d’utiliser une calibration évidentielle,
i.e. utilisant des fonctions de croyance, plutôt
qu’une calibration probabiliste, i.e. utilisant des
probabilités.

Dans ce papier, nous proposons d’étendre la ré-
gression logistique à plusieurs variables [6] au



cas évidentiel et de l’employer dans une calibra-
tion jointe des sorties de plusieurs classifieurs
binaires SVM.

Avec J le nombre de classifieurs SVM
et n le nombre d’objets dans l’ensemble
d’apprentissage de la calibration, cet en-
semble d’apprentissage est défini par X =
{(S11, . . . , SJ1, Y1), . . . , (S1n, . . . , SJn, Yn)},
où Sji, j ∈ {1, . . . , J}, i ∈ {1, . . . , n}, corres-
pond au score donné par le j ième classifieur au
regard du iième objet à classer, et Yi est la vérité
terrain de l’objet i.

Étant donné un vecteur de scores s =
(s1, . . . , sj, . . . , sJ), où sj est le score retourné
par le j ième classifieur, la calibration basée sur
la régression logistique multiple (ou à plusieurs
variables) est définie par

PY(y = 1|s) ≈ hs(σ)

=
1

1 + exp(σ0 + σ1s1 + σ2s2 + . . .+ σJsJ)
,

(7)

où σ= {σ0, . . . , σJ} ∈ RJ+1 est obtenu par la
maximisation de la fonction de vraisemblance

L(σ) =
n∏
i=1

pYii (1− pi)1−Yi , (8)

avec

pi =
1

1 + exp(σ0 + σ1s1 + . . .+ σJsJ)
. (9)

Afin de mieux gérer les incertitudes, nous pro-
posons d’étendre cette approche fondée sur la
régression logistique multiple au cadre éviden-
tiel en suivant le même raisonnement employé
par Xu et al. dans [13] pour étendre au cas évi-
dentiel la calibration basée sur la régression lo-
gistique.

La calibration d’un vecteur de score s avec la
régression logistique peut être vue comme un
problème de prédiction d’une variable de Ber-
nouilli Y de paramètre θ, Y ∼ B(θ), avec
θ = hs(σ).

La fonction de croyance BelY(·|s) peut être ob-
tenue à partir de la fonction contour plΘX (·|s) (cf.
Section 2.2). Selon Xu et al. [13], cette fonction
contour peut être calculée à l’aide de PlΣX qui
correspond à la fonction contour plΣX définie par

plΣX (σ) =
L(σ)

L(σ̂)
, ∀σ ∈ Σ, (10)

où σ̂ = (σ̂0, . . . , σ̂J) est l’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance de σ et L la fonction de
vraisemblance définie par l’équation (8).

Comme θ = hs(σ), nous avons

plΘX (θ|s) =

{
0 si θ ∈ {0, 1},
P lΣX (h−1

s (θ)) sinon,
(11)

avec

h−1
s (θ) = {(σ0, σ1, . . . , σJ) ∈ Σ |

1

1 + exp(σ0 + σ1s1 + . . .+ σJsJ)
= θ},

(12)

= {(σ0, σ1, . . . , σJ) ∈ Σ |
σ0 = ln(θ−1 − 1)− σ1s1 − . . .− σJsJ}.

(13)

Des équations (11) et (13), on déduit alors la
fonction de contour

plΘX (θ|s) = sup
σ1,...,σJ∈R

plΣX ′(ln(θ−1 − 1)− σ1s1

− σ2s2 − ...− σJsJ , σ1, ..., σJ), (14)

pour tout θ ∈ [0, 1]. Le vecteur de para-
mètres (σ1, σ2, . . . , σJ) maximisant plΣX peut
être trouvé en utilisant un algorithme de maxi-
misation itératif, tel que l’algorithme de des-
cente de gradient. Nous pouvons alors obte-
nir les fonctions de croyance et de plausibilité
BelY(.|s) et PlY(.|s) en appliquant les équa-
tions (5) et (6).

4 Tests expérimentaux

Les expérimentations de cette section sont me-
nées sur différents problèmes de classification



Base SVM 1 SVM 2 SVM 3 Test
Données
Simu-
lées

20 40 10-50-200 100

Australian 30 70 10-60-190 400

Tableau 1 – Nombre d’exemples utilisés pour
l’apprentissage de chaque classifieur et le test.

binaire issus des bases de données UCI [1] et
sur des données simulées. Ces dernières suivent
une loi normale bidimensionnelle de moyennes
µ0 = (−1, 0) pour la classe 0 et µ1 = (1, 1)
pour la classe 1, et de matrice de covariance[

1 0.5
0.5 1

]
commune aux deux classes. Dans la

section 4.1, la calibration (probabiliste) basée
sur la régression logistique multiple ainsi que
son extension évidentielle, que nous proposons,
sont comparées à l’approche de Xu et al. uti-
lisant des calibrations logistiques évidentielles
individuelles [13]. Enfin, des expérimentations
sont proposées dans la section 4.2 afin de com-
parer notre solution à sa version probabiliste.

4.1 Comparaison entre régression logis-
tique multiple et régression logistique
individuelle

Dans cette première partie, nous reprenons la
première expérimentation détaillée dans [13].
Pour chaque ensemble de données, trois classi-
fieurs SVM sont entraînés en utilisant la librai-
rie LIBSVM [2]. Le nombre d’exemples uti-
lisés pour l’apprentissage et le test sont pré-
sentés dans le tableau 1 pour les données si-
mulées et pour la base de données Austra-
lian 1. Le nombre d’exemples d’apprentissage
est fixé pour les deux premiers classifieurs et il
varie pour le troisième classifieur. L’ensemble
d’apprentissage est décomposé en deux sous-
ensembles de taille égale. Le premier sous-
ensemble est utilisé pour l’apprentissage du

1. Parmi les bases de données UCI, seule cette base
est considérée par manque de place. Toutefois, les résul-
tats obtenus avec d’autres bases de données UCI sont si-
milaires.

classifieur.

Dans le cas de l’approche proposée par Xu et
al., le second sous-ensemble est utilisé pour
l’apprentissage de la calibration. Ainsi dans la
phase de test, chaque classifieur donne un score
qui est calibré selon l’apprentissage réalisé et
produit une fonction de masse de croyance. Les
trois fonctions de masse sont alors fusionnées à
l’aide de la combinaison de Dempster [11].

Pour le cas des approches de calibration jointe,
l’apprentissage de la calibration est réalisé en
concaténant les sous-ensembles des 3 classi-
fieurs. Lors de la phase de test, les scores retour-
nés par les trois classifieurs sont regroupés dans
un vecteur qui est calibré à l’aide de la régres-
sion logistique multiple. Dans le cas évidentiel,
une fonction de masse finale est retournée alors
que dans l’approche probabiliste, une distribu-
tion de probabilité est obtenue.

Pour les approches évidentielles, la décision
prise correspond au singleton ayant le maxi-
mum de croyance. Pour l’approche probabiliste,
la décision correspond à l’hypothèse maximi-
sant la probabilité.

La figure 1 présente les taux d’erreur 2 de l’ap-
proche de régression logistique individuelle de
Xu et al., de la régression logistique mul-
tiple probabiliste et son extension évidentielle
que nous proposons. L’approche proposée per-
met d’obtenir de meilleurs résultats que l’ap-
proche évidentielle individuelle aussi bien pour
les données simulées (figure 1a) que pour les
données Australian (figure 1b). Par ailleurs, on
peut noter que les approches multiples (jointes)
évidentielle et probabiliste donnent des résul-
tats proches sur ces expérimentations. Dans la
section suivante, d’autres expérimentations sont
menées pour comparer ces deux approches.

2. Le taux de d’erreur correspond au nombre d’objets
incorrectement classés divisé par le nombre d’objets total
car il n’y a pas de rejet dans cette expérimentation.



(a) Données simulées.

(b) Base de données Australian.

Figure 1 – Taux d’erreurs en fonction du
nombre d’exemple d’apprentissage pour le
3ème classifieur.

4.2 Comparaison entre régression logis-
tique multiple évidentielle et régression
logistique multiple probabiliste

Pour cette expérimentation 3, nous générons
290 réalisations suivant les lois décrites précé-
demment, dont 90 réalisations ont servi pour
entraîner 3 classifieurs SVM sur 30 réali-
sations distinctes en utilisant la bibliothèque
LIBSVM [2]. Dans un premier scénario, les 200
réalisations restantes servent de base d’appren-
tissage pour la régression logistique multiple.

3. Par manque de place, nous n’utilisons ici que les
données simulées mais les résultats sont similaires avec
les données UCI.

Dans un second scénario, seuls 15 réalisations
sont choisies parmi les 200 restantes comme
base d’apprentissage pour la régression logis-
tique multivariable.

(a) Scénario 1 : apprentissage de chaque calibration avec 200
exemples

(b) Scénario 2 : apprentissage de chaque calibration avec 15
exemples

Figure 2 – Frontières de décision dans l’es-
pace des attributs pour les calibrations utilisant
une régression logistique multiple (cas proba-
biliste, évidentiel avec risque inférieur, éviden-
tiel avec risque supérieur), Rrej = 0.2, appren-
tissage avec 200 réalisations (2a) et 15 réalisa-
tions (2b).

La figure 2 illustre les frontières de décision sur
les scénarios 1 et 2 pour les calibrations utili-
sant une régression logistique multiple probabi-
liste, évidentielle avec risque inférieur, éviden-



tielle avec risque supérieur, pour Rrej = 0.2.

Nous pouvons observer que l’approche fondée
sur la stratégie optimiste tend à décider plus
et donc rejette moins que les deux autres ap-
proches. Ce constat est inversé pour la stratégie
pessimiste.

En outre, nous pouvons également observer que
l’approche évidentielle permet de mieux rendre
compte de l’incertitude sur les zones de dé-
cision puisque lorsqu’il y a peu d’exemples,
l’écart entre les frontières obtenues par une
stratégie pessimiste et une stratégie optimiste
est plus grand que lorsqu’il y a beaucoup
d’exemples.

Nous nous intéressons maintenant aux taux de
bonnes classifications et taux d’erreurs obtenus
par ces mêmes trois calibrations pour 100 tests
effectués avec les mêmes répartitions des don-
nées pour les ensembles d’apprentissage que
dans les scénarios 1 et 2, toujours avec un risque
de rejet Rrej = 0.2. Le taux de bonne classifi-
cation correspond au nombre d’objets correcte-
ment classés divisé par le nombre d’objets clas-
sés (et pas divisé par le nombre d’objets à clas-
ser, car nous ne comptons pas les objets rejetés).
Les résultats sont illustrés sur la figure 3. Nous
pouvons observer que les points de fonctionne-
ment des calibrations sont plus éloignés lors-
qu’il y a peu d’exemples d’apprentissage pour
les calibrations. Cet intervalle reflète l’incerti-
tude qui est plus grande dans le scénario 2. La
calibration probabiliste quant à elle peut donner
des probabilités identiques quelque soit la taille
de l’ensemble d’apprentissage ce qui ne permet
pas d’intégrer d’incertitude.

Enfin, nous conduisons la même expérience
que précédemment mais en considérant que le
risque Rrej varie de 0 à 1. Notre calibration a
été entraînée avec 45 puis 15 exemples. La fi-
gure 4 illustre les résultats obtenus.

Pour un taux d’erreur donné, les résultats ob-
tenus avec notre proposition pour une straté-
gie pessimiste ont un taux de bonne classifica-
tion supérieure (ou égale) à celui de l’approche

(a) Scénario 1 : apprentissage de chaque calibration avec 200
exemples

(b) Scénario 2 : apprentissage de chaque calibration avec 15
exemples

Figure 3 – Taux d’erreurs et de bonnes classi-
fications obtenus par les 3 calibrations sur 100
tests avec Rrej = 0.2, 200 données d’apprentis-
sage pour la calibration (3a) et 15 données d’ap-
prentissage pour la calibration (3b).

probabiliste lorsqu’il y a peu d’exemples d’ap-
prentissage disponibles (figure 4b). Nous pou-
vons également noter que pour un taux d’er-
reur donné, les taux de bonne classification pour
les approches probabiliste et évidentielle sont
obtenues pour des valeurs différentes de Rrej

(comme nous avons pu le constater dans la
première expérimentation de cette section dont
les résultats sont donnés sur la figure 3). Par
ailleurs, lorsque le nombre de données d’ap-
prentissage est plus important (figure 4a) les ré-
sultats obtenus pour les approches probabiliste



(a) Données Simulées – 45 exemples d’apprentissage

(b) Données Simulées – 15 exemples d’apprentissage

Figure 4 – Taux d’erreur et de bonne classifica-
tion avec 45 (en haut) et 15 exemples d’appren-
tissage (en bas) pour les données simulées.

et évidentielle deviennent similaires.

5 Conclusion

Dans cet article, une approche de calibration
évidentielle conjointe et fondée sur la régres-
sion logistique multiple a été proposée. Cette
approche permet de prendre en compte l’en-
semble des scores retournés par plusieurs clas-
sifieurs pour un objet et l’utilisation de la théo-
rie de l’évidence permet de mieux gérer les in-
certitudes que la version probabiliste lorsqu’il
y a peu d’exemples pour l’apprentissage. Notre
approche a également été comparée à une mé-
thode évidentielle, proposée par Xu et al., où les
scores données par les classifieurs sont calibrés

individuellement puis combinés.

Seule l’extension de la régression logistique a
été étudiée dans cet article mais d’autres ap-
proches de calibration individuelle peuvent être
étendues au cas joint. Enfin, notre approche
pourrait également être étendue au cas multi-
classes, en suivant un raisonnement similaire
à celui de Xu et al. pour la calibration indivi-
duelle [14].
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