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Résumé

Dans ce papier, on se propose d’appliquer la théo-
rie des fonctions de croyance au probléeme d’étique-
tage imprécis. Ce type de probleme d’apprentissage,
dans lequel la classe des vecteurs d’apprentissage n’est
que partiellement connue, peut étre rencontré dans de
multiples situations. C’est le cas, notamment quand
l’étiquetage est réalisé par plusieurs experts dont les
avis divergent. Une technique utilisant les fonctions de
croyance a été introduite par T. Denceux dans [1].
Elle permet de fusionner, par la régle de combinai-
son de Dempster, des informations issues du voisi-
nage du vecteur a classer dans [’ensemble d’appren-
tissage. Si ces informations sont en conflit (mau-
vaise modélisation des fonctions de croyance, nombre
élevé de sources d’informations, - -- ), lutilisation de
la regle de combinaison de Dempster peut étre dan-
gereuse. Dans cet article, on se propose de comparer
cette regle avec plusieurs régles de combinaison d’évi-
dence qui permettent la prise en compte du conflit.
Ces regles de fusion ont été rassemblées récemment [2]
sous un méme formalisme et, dans une version opti-
misée, peuvent permetire une redistribution pondérée
adéquate du conflit. Des tests sur des données simu-
lées permettent de mettre en évidence les bonnes per-
formances de tels opérateurs vis-a-vis de la régle de
combinaison de Dempster.
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Abstract

In this paper, we propose to apply the belief function
theory to imprecise labelling. This kind of learning pro-
blem, in which the class of learning vectors is partially
known, can be encountered in many different situa-
tions. That is the case when the training set is labelled
by several experts who have conflicting opinions. Using
the belief function theory, a method has been introdu-
ced by T. Denceuz in [1]. The technique consists in
aggregating, with the Dempster rule of combination,
information extracted from the neighborood of the vec-
tor to classify in the training set. If these information
sources are in conflict, using the Dempster’s rule of
combination can be dangerous. In this paper, we pro-
pose to compare this rule with several evidence based
operators which allow to take into account the conflict
between sources. These combination rules have been
summarized under a general framework and allow to
redistribute optimally the conflict. Tests on several si-
mulated datasets demonstrate the good performance of
these operators vs. the Dempster rule of combination.
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1 Introduction

Dans cet article, on s’intéresse au probléme de dis-
crimination qui s’attache & assigner un vecteur d’en-
trée inconnu x & une classe w, qui prend ses valeurs
dans Q@ = {wi,...,wg}. Généralement, le probléme



consiste a construire une fonction de décision par la
seule connaissance d’un ensemble d’apprentissage L
composé de n vecteurs. Chaque vecteur dans L est re-
présenté par un vecteur d’attribut x* de dimension p et
son label correspondant w’. Pour construire cette fonc-
tion de décision, plusieurs méthodes utilisant la théo-
rie de ’évidence ont été récemment introduites [3, 4].
Elles permettent d’obtenir une information plus riche
que les méthodes classiques car elles donnent de ma-
niére directe l'incertitude sur la prédiction.

Les exemples dans £ sont généralement étiquetés par
un expert du domaine ou de ’application envisagée,
mais il arrive parfois que cet étiquetage revéte un ca-
ractére imprécis. C’est le cas notamment lorsque 1’éti-
quetage est réalisé par plusieurs experts qui ne sont
pas en accord. Ainsi, on peut reformuler le probléme
général de la discrimination en présence d’étiquetage
imprécis par ces termes. On suppose que 1’ensemble
d’apprentissage £ est composé de n pairs (zf,m%) ol
x? est un vecteur p-dimensionnel (généralement appelé
vecteur-forme) et ott mi. est une fonction de 2% —
[0,1] qui veérifie }° ¢ mb(A4) =1 et m%(0) = 0. Par
ce biais, I’étiquetage prend la forme d’une fonction de
croyance [5]. Dans cet article, on se propose d’étendre
la méthode de discrimination présentée dans [3] en
comparant la combinaison des sources d’information
par la régle de Dempster avec d’autres opérateurs de
fusion.

L’article est organisé de la maniére suivante. On rap-
pelle tout d’abord dans la section 2 quelques fonda-
mentaux de la théorie de 1’évidence qui permettent
notamment d’introduire, dans la section 3, les solu-
tions envisagées au probléme de discrimination en pré-
sence d’étiquetage imprécis. La section 4 permet de
présenter la technique d’optimisation des paramétres
des méthodes employées. Enfin, quelques résultats sur
des données simulées sont présentés dans la section 5.

2 Les fonctions de croyance

Nous rappelons dans cette section quelques éléments
théoriques relatifs aux fonctions de croyance. La
théorie de I’évidence fut initialement introduite par
Dempster [6] lors de ses travaux sur les bornes infé-
rieure et supérieure d’'une famille de distributions de
probabilités. A partir de ce formalisme mathématique,
Shafer [5] a montré I'intérét des fonctions de croyance
pour la modélisation de connaissances incertaines.
L’utilité des fonctions de croyance, comme alternative
aux probabilités subjectives, a été démontrée plus
tard de maniére axiomatique par Smets [7, 8] au
travers du Modéle de Croyances Transférables.

Dans le cadre de la théorie de ’évidence appliquée a

la reconnaissance de formes, ’ensemble ) est appelé
cadre de discernement. On suppose que les hypothéses
dans €2 sont exclusives et que le cadre de discernement
est exhaustif. On définit une masse de probabilité élé-
mentaire, appelée masse de croyance, qui caractérise
la véracité d’une proposition A pour une source d’in-
formation S. La masse m associée & cette source est
alors définie par :

m: 2% = [0,1] (1)

et vérifie les propriétés suivantes : m(f) = 0 et
Y acqm(A) = 1. Cette fonction se différencie d’une
probabilité par le fait que la totalité de la masse de
croyance est répartie non seulement sur les hypothéses
singletons wy, mais aussi sur les hypothéses combinées.
La modélisation issue de la fonction m est appelée jeu
de masses. A partir de la fonction m, on définit res-
pectivement les fonctions de crédibilité Cr et de plau-
sibilité Pl par :

Cr(4) = ) m(B) (2)

Pi(A)= Y m(B)=1-Cr(4) (3)
(ANB)#0

olt A représente I’événement contraire de la proposi-
tion A. La crédibilité Cr(A) mesure la force avec la-
quelle on croit en la véracité de la proposition. La plau-
sibilité PI(A), fonction duale de la crédibilité, mesure
I'intensité avec laquelle on ne doute pas de A.

Dans le cadre de la théorie de I’évidence de Dempster-
Shafer, la fusion des informations issues de sources dis-
tinctes est réalisée en utilisant la loi de combinaison
de Dempster. Celle-ci, qui s’avére commutative et as-
sociative, est définie par :

VACQ m(A) =mi(A) @ ...amy(A) (4)
ou @ représente 'opérateur de combinaison. Dans un
cas & deux sources notées S; et S;, la combinaison peut
se mettre sous la forme :

m(A) = ——

> mBm©) )

r (BNC)=A

ol k est défini par :

K= Z m;(B).m;(C). (6)

(BNC)=0

Dans ’équation (5), le coefficient x reflete le conflit
existant entre les deux sources S; et S; et le quotient
1/(1— k) est un terme de normalisation. Lorsque & est



égal a 1, les sources sont en conflit total et les informa-
tions ne peuvent é&tre fusionnées. Au contraire, lorsque
k est nul, les sources sont en parfait accord. Cette régle
de fusion, déduite de la régle de conditionnement [9], a
été critiquée dans plusieurs travaux dont [10], en par-
ticulier dans le cas de sources en conflit total. Nous
reviendrons en détail sur ces notions dans la section
suivante.

Pour la prise de décision, on suppose que nous
avons une fonction de croyance m sur ) qui résume
I’ensemble des informations apportées. La décision
consiste & choisir une action ¢ parmi un ensemble fini
d’actions A. Une fonction de perte A : A x @ — R
est supposée définie de telle maniére que A(a,w) re-
présente la perte encourue si I’on choisit 'action a
lorsque la vraie classe est w. A partir d’arguments de
rationalité, Smets [8] propose de transformer m en une
fonction de probabilité Pge; sur 2 (appelée fonction
de probabilité pignistique) définie pour tout w €

Ppet(w) = Z %v (7)
Adw

ou |A] est la cardinalité de A C Q. Dans cette transfor-
mation, la masse de croyance m(A) est uniformement
distribuée parmi les éléments de A. A partir de cette
probabilité, on peut associer a chaque action a € A un
risque défini comme le coit espéré relatif a Pges si on
choisit a :

R(a) = Z AMa,w)Pget (w). (8)

weQ

L’idée consiste ensuite & choisir I'action qui minimise
ce risque, généralement appelé risque pignistique. De
la méme maniére, la prise de décision peut étre basée
sur une extension non probabiliste du concept mathé-
matique de perte [11]. Par exemple, le concept d’espé-
rance inférieure conduit & la définition du cott espéré
minimum comme :

R.(a) = Z m(A) mig Ma,w), (9)

ACQ we

qui permet d’obtenir une stratégie de décision diffé-
rente. En reconnaissance des formes, Q = {wy,...,wg}
est I’ensemble des classes et les éléments de A sont
généralement les actions a, qui consistent & assigner
le vecteur inconnu & la classe w,. Avec des cout 0-1
(Mag,wr) = 1 =64, pour g,r € {1,...,Q}), il est
démontré [11] que la minimisation du risque pignis-
tique R conduit & choisir la classe wy de plus grande
probabilité pignistique. Si une action supplémentaire
de rejet ag de colt constant Ay est possible, alors le
vecteur est rejeté si Ppei(wo) < 1 — Ag.

3 Solutions envisagées

Une solution au probléme d’apprentissage considéré
dans ce papier a été introduite par T. Denceux dans [3]
dans le cas d’un étiquetage précis mais a été généra-
lisé aux étiquettes imprécises dans [12]. Il est & no-
ter qu’une comparaison avec une approche du type
maximum de vraisemblance a été également présentée
dans [13].

3.1 Meéthode proposée

On suppose que les k-ppv de x dans I’ensemble d’ap-
prentissage £ sont autant de sources d’informations
indépendantes précisant le degré de croyance de x.
Chacune des k fonctions de croyance m’ est construite
par affaiblissement en fonction de la distance entre x
et x'. Elle est définie VA € 2 par :

mi(4) = agp(d) (10)
mi(Q) = 1—a¢(d). (11)

Dans ces équations, d* est la distance euclidienne entre
X et X', a est un paramétre et ¢(.) est une fonc-

tion décroissante monotone qui vérifie ¢(0) = 1 et
limy o ¢(d) = 0. Elle peut s’exprimer par :
¢(d’) = exp(—7(d')*) (12)

avec vy un paramétre positif. Les k fonctions de
croyance m* sont ensuite agrégées en utilisant la régle
de combinaison de Dempster :

k
m = @ mi. (13)

Si les sources d’information sont en conflit (mauvaise
modélisation des fonctions de croyance, nombre élevé
de sources d’informations, ---), il se peut que l'uti-
lisation de la régle de combinaison de Dempster soit
dangereuse (voire méme impossible). Une solution & ce
probléme a été introduite dans [14, 2] et est discutée
dans le paragraphe suivant.

3.2 Variantes de la méthode

Dans cet article, on se propose de comparer la régle de
Dempster avec plusieurs régles de combinaison d’évi-
dence qui permettent la prise en compte du conflit.
Ces régles de fusion ont été rassemblées récemment [2]
sous un méme formalisme et, dans une version opti-
misée, peuvent permettre une redistribution pondérée
adéquate du conflit. Le conflit est redistribué de ma-
niére pondéré entre les sous-ensembles de 2. L’opéra-
teur peut ainsi se mettre sous la forme :

VACQ m(A) = mna(A) +w(4,m').k.  (14)



Dans cette équation, mn est la combinaison conjonc-
tive (la régle de Dempster non normalisée) des k fonc-
tions de croyance mn = (\m?, k est le conflit total
entre les fonctions de croyance et w est un poids qui
dépend de A et des fonctions de croyance m?. Le conflit
peut étre généré par un défaut de fiabilité d’une partie
des sources d’information. Cet argument a été repris
dans le cadre des opérateurs présentés par Yager [10]
et par Dubois et Prade [15].

Dans le cas de l'opérateur de Yager [10], on suppose
que 'une des sources intervenant dans la combinai-
son est fiable. Ainsi, la solution est obligatoirement,
dans le référentiel. Mais ne sachant quelle source donne
la vraie solution, Yager propose d’attribuer la masse
conflictuelle m(0)) & ’ensemble Q2. La masse résultante,
my, de cette combinaison, pour deux sources d’infor-
mation {S;,S;}, est obtenue de la maniére suivante :

{my(A) = mn(4) VACQ

my(Q) = ma(Q)+ k. (15)

La combinaison proposée par Dubois et Prade [15],
dans le cadre de la fusion de deux sources d’informa-
tion {S;,S;}, peut s’expliquer de la maniére suivante.
Soit S; une source soutenant la proposition B avec une
masse de croyance m;(B) et soit une source S; sou-
tenant la proposition C' avec une masse de croyance
m;(C). Lorsque les propositions soutenues par ces
deux sources sont contradictoires, et ne sachant pas
quelle source est fiable, le principe de minimum de
spécificité impose de redistribuer la masse associée a
cette contradiction m;(B).m;(C'), sur 'union des pro-
positions c’est-a-dire (B U C). L’opérateur de Dubois
et Prade est alors défini de la maniére suivante pour
deux sources d’information :

mp(A) =ma(A)+ Y mi(B).m;(C)VA#

BUC=A
BnC=290
(16)
et :
mp(0) =0 (17)

Dans [2], il est montré que l'opérateur proposé dans
Péquation (14) est suffisamment générique pour per-
mettre de retrouver les opérateurs précédemment cités
sous réserve de choisir les poids w(A4, m?) de maniére
adéquate.

4 Optimisation des paramétres

L’optimisation des paramétres de la méthode pré-
cédemment introduite a été réalisé par T. Denceux
dans [3] en minimisant le critére d’erreur suivant :

n Q
E=Y " (Pha({ws}) —up)’ (18)

i=1 g=1

TAB. 1 — Propriétés pour le critére

_ 1siw; = ws
1| Clun,we) | €= { 0 sinon
2| C(A,B) C=1-1Incl(A,B)
3| Clw,A) c:{OST“’EA
1 sinon
4 C(m,Q) C=0

ol uf] est 'indicateur d’appartenance du vecteur x*

(ul, = 1si w' = w,), et Ph.,({wg}) est la probabi-
lité pignistique de w, pour le vecteur x' donnée par
la méthode des distances décrite au paragraphe 3.1.
Ce critére est défini dans le cas d’étiquettes précises.
Dans le cas ou I'étiquetage est imprécis, il est tout &
fait envisageable d’adapter le critére présenté a I’équa-
tion (18) aux étiquettes données sous formes de fonc-
tions de croyance. Ainsi, dans cet article, on propose
d’utiliser le critére introduit dans [12] qui est défini
par :

n

Clime) =n—3 3 Phy(A)mi(4).  (19)

i=1 ACQ

Il est & noter que la minimisation de ce critére peut
étre réalisée par le biais des poids w(A, m*) qui inter-
viennent dans la fonction de croyance m délivrée par
la régle de décision. Méme si la définition du critére
ne constitue pas 'objectif de nos travaux, il est inté-
ressant de remarquer que le critére précédemment cité
répond a quelques propriétés. Ainsi, nous avons récapi-
tulé 4 propriétés dans le tableau 1 qui sont & satisfaire
dans le cas d’étiquettes imprécises. La propriété 1 est
I’extension des cotits 0 — 1 aux étiquettes précises. La
propriété 2 concerne ’adéquation du cotit pour les éti-
quettes imprécises. Enfin, la propriété 4 concerne un
vecteur qui ne serait pas étiqueté dans ’ensemble d’ap-
prentissage. On peut remarquer que l’ajout de vecteurs
dont I’étiquetage correspond & m(2) = 1 ne modi-
fie pas la valeur de C'. Il est envisageable d’utiliser
d’autres critéres qui pourraient répondre & ces condi-
tions [16].

5 Simulations

Pour illustrer le comportement de la méthode en fonc-
tion de l'opérateur de combinaison choisi, on génére
un ensemble d’apprentissage £ composé de 3 classes
gaussiennes de 100 vecteurs chacune, issues des distri-
butions suivantes N (4, 2q) :

p = (0,0)", pa = (2,2)", pz = (10,10)° (20



2 0 2 0 10
me(in)ome(0n) m-(0))

(21)
A partir de ces distributions, on réalise un étiquetage
imprécis des vecteurs de ’ensemble d’apprentissage
de deux facons différentes permettant ainsi d’illustrer
deux situations différentes. L’un correspond & un éti-
quetage ensembliste au sens strict du terme tandis que
I’autre est un étiquetage imprécis qui prend en compte
la fiabilité de ’expert.

5.1 Etiquetage ensembliste

Pour le vecteur x* de classe précise w* dans ’ensemble
d’apprentissage, 1’étiquetage imprécis est généré de
la maniére suivante. On tire aléatoirement un sous-
ensemble A tel que w! C A C Q. La totalité de la
masse de croyance est affectée & ce sous-ensemble :

mb(A) = 1. (22)

L’ensemble de test 7 est composé de 250 vecteurs par
classe. Les paramétres de la méthode sont fixés de la
maniére suivante : k = 15, a = 0.99 et le paramétre
et pris comme préconisé dans [1] égale & la moyenne
des distances aux k voisins dans ’ensemble d’appren-
tissage.

Les figures 1, 3 et 5 représentent, respectivement, les
probabilités pignistiques pour les trois régles de combi-
naison envisagées (la régle de combinaison de Demps-
ter, 'opérateur de Yager et ’opérateur pondéré avec
optimisation des poids). Dans cet exemple & 3 classes,
il est possible de représenter les probabilités pignis-
tiques dans un triangle équilatéral dont chacune des
hauteurs représente la probabilité pignistique de cha-
cune des classes. De cette maniére, les vecteurs de
I’ensemble de test sont représentés dans le triangle
(O = wy, o = we, + = ws) ainsi que la zone de re-
jet possible pour deux valeurs de coit (Ao = 0.25 et
Ao = 0.5) en trait plein. La prise de décision sans re-
jet est également représentée en trait pointillé dans ce
méme triangle.

En terme de classification, on a représenté sur les fi-
gures 2 et 4, le taux d’erreur en classification en fonc-
tion du taux de rejet pour les deux régles de déci-
sion qui correspondent & la minimisation du risque
pignistique (cf. équation (8)) et du risque inférieur
(cf. équation (9)). On peut remarquer que la régle
de combinaison de Dempster obtient de moins bonnes
performances que les deux autres opérateurs. Pour
I'opérateur pondéré, la répartition des poids est la
suivante : w({wi,w2}) = 0.41, w({wi,w3}) = 0.1,
w({ws,ws}) = 0.13 et w(2) = 0.36.

5.2 Etiquetage imprécis

Dans cette seconde simulation, on souhaite un étique-
tage imprécis (c’est-a-dire crédibiliste) pour chacun
des vecteurs x!. Pour cela, on tire aléatoirement une
probabilité § qui suit une distribution uniforme sur
[0, 1]. Avec une probabilité 4, on tire un sous-ensemble
A C Q qui contienne la vraie classe w' (w® C A C Q).
Dans ce cas, le sous-ensemble A ne contient pas for-
cément (avec une probabilté 1 — J) la vraie classe w'.
Enfin, on répartit la masse de croyance de la maniére
suivante :

mh(4) = 6 (23)
mh(Q) = 1-06. (24)

s

De cette facon, la fonction de croyance miL représente
la confiance dans la vraie classe w’ & laquelle on ajoute
le degré de fiabilité ¢ de 'expert qui réalise ’étique-
tage. De la méme fagon que précédemment, on a repré-
senté les probabilités pignistiques pour les trois opéra-
teurs (figures 6, 8 et 10), ainsi que les performances en
classification pour les deux régles de décision (figures 7
et 9). Pour cette simulation, les poids w(A4,m?) ont
été fixés en répartissant 1'unité de maniére uniforme
(w(A,.) =1/(21°l —1) ¥V A C Q). On constate donc
que l'opérateur de Yager et l'opérateur proposé ont
des comportements similaires au niveau des probabi-
lités pignistiques. Ce constat n’est plus vrai pour les
plausibilités et dans cette simulation, c’est 'opérateur
pondéré qui obtient les meilleures performances.

6 Conclusion

Dans cet article, on s’est intéressé au probléme de dis-
crimination en présence d’étiquettes imprécises, par
une technique qui tire profit du formalisme de la théo-
rie des fonctions de croyance. La méthode combine,
par la régle de combinaison de Dempster, des fonc-
tions de croyance issues de la modélisation & partir
des données de I’ensemble d’apprentissage. Nous avons
comparé cette régle de fusion en introduisant plusieurs
régles de combinaison d’évidence qui peuvent se for-
maliser par une fusion pondérée des différentes sources
en présence. Une optimisation de ces pondérations a
été introduite en minimisant un critére d’erreur. Les si-
mulations réalisées dans le cadre de cet article mettent
en évidence qu’un choix judicieux de la régle de combi-
naison peut permettre d’obtenir de meilleures perfor-
mances en terme de classification. Ainsi, 'utilisation
de Vopérateur proposé dans [2, 17] est une solution
élégante qui permet non seulement de retrouver ’en-
semble des opérateurs introduits dans la littérature
mais aussi de créer une famille beaucoup plus géné-
rique pour la gestion du conflit.
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Fia. 1 - Probabilité pignistique avec 'opérateur de
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FiG. 3 — Probabilité pignistique avec 'opérateur de

Yager, 0 = wy, 0o =ws, + = w3

Fic. 5 — Probabilité pignistique avec l'opérateur

pondéré, 0 = wy, 0 = wq, + = w3
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pondéré, 0 = wy, 0 = wq, + = w3



