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Résumé :

Dans ce papier, quelques applications de la théorie
des fonctions de croyance en traitement d’images sont
présentées. La segmentation d'images couleur est tout
d’abord abordée sous la forme d’'un probleme de clas-
sification pixellaire. L'idée consiste a construire une par-
tition de I'ensemble des données dans I'espace colorime-
triqgue. L'algorithme proposé tend a stabiliser cette parti-
tion de maniére itérative vis-a-vis d’'une régle de décision.
Larégle choisie est I'extension aux fonctions de croyance
desk plus proches voisins permettant ainsi d’obtenir une
partition crédale. Nous présentons ensuite un filtre de
convolution crédale. Ce filtre peut étre utilisé pour dif-
férentes opérations notamment en filtrage d’images ou en
détection de contours. Enfin, nous illustrons I'utilité de
la théorie des fonctions de croyance dans le cadre de la
segmentation d’'images couleur.

Mots-Clés :

Fonctions de croyance, Traitement d'images, classifi-
cation évidentielle, segmentation, convolution.

Abstract:

In this paper, we present several applications of belief
functions to image processing. Color image segmentation
is first formalized as a pixel classification problem. The
idea consists in making a partition of a data set in the co-
lor space. The proposed algorithm leads to stabilize ite-
ratively this partition towards a decision rule. We choose
the extension ok nearest neighbors to belief functions
in order to obtain a credal partition. We present finally a
credal convolution filter. This filter can be used to seve-
ral image processing operations including noise filtering
and edge detection. Utility of belief functions is illustra-
ted within the framework of color image segmentation.

Keywords:

_ Belief functions, Image processing, evidential cluste-
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1 Introduction

La théorie des fonctions de croyance (ou théo-
rie de I'évidence) est fondée sur les travaux d’A.
Dempster [3] puis a été formalisée par G. Sha-
fer [9]. Cette théorie est a I'heure actuelle em-
ployée dans des domaines divers : fusion multi-
capteur, reconnaissance des formes, fusion de
classifieurs. De plus, elle est considérée comme
un cadre fédérateur des mesures de confiance.
Tandis que les fonctions de croyance sont mal-
heureusement peu utilisées dans le domaine du
traitement et de I'analyse d’images [2, 11, 8],
les applications des différentes théories de I'im-
précis et de I'incertain (probabilités, possibilités
et sous-ensembles flous) sont nombreuses [1].

Ce papier présente quelques applications de
la théorie des fonctions de croyance en traite-
ments d’images. Dans un premier temps, les
concepts de base sous-jacents a la théorie sont
présentés (section 2). Nous nous intéressons en-
suite au probleme classique de la segmentation
d’'images et au cas particulier des images cou-
leur. Le probleme peut étre vu sous la forme
d’'un probleme de classification. Dans la sec-
tion 3, un algorithme de classification éviden-
tielle, qui s’appuie sur le principe de stabili-
sation d’'une partition d’'un ensemble de don-
nées vis-a-vis d’'une régle de décision, est pre-
senté. La regle choisie est I'extension dedus



proches voisins aux fonctions de croyance pro- massen tel quem()) = 0 est appelé normal.
posée par T. Denceux dans [4]. Dans la sec- Cette condition a été initialement imposée par
tion 4, un filtre de convolution crédale, qui peut Shafer [9] mais peut étre relaxée si l'on accepte
étre utilisé pour différentes opérations de traite- I'hypothese du monde ouvert qui postule pour
ment d'images, est proposé. Nous verrons com- la non-exhaustivité du cadre de discernenient
ment ce filtre peut étre employé dans le domaine Tirés des travaux de Shafer [9], les fonctions
du traitement d’'images. Quelques résultats de de croyance sont de nos jours reconnues pour
segmentation sur des images synthétiques et na-la modélisation des informations incertaines (de
turelles sont enfin présentés dans la section 5. 'ignorance totale a la connaissance compléte).
Ainsi, une situation d’'ignorance compléte cor-
2 Concepts de base respond & la fonction de croyance vide définie
parm(f2) = 1. La connaissance parfaite sera
Dans cette section, nous rappelons brievement représentée par une fonction de croyance cer-
guelques concepts de base de la théorie destaine c’est-a-dire une fonction ou la totalité de
fonctions de croyance ainsi que la définition la masse est allouée a un singleton unique de
d’une partition crédale. Le point de vue du mo- €2. Un autre cas particulier peut étre rencontreé
déle des croyances transférables [10] est adoptélorsque les éléments focaux desont des sin-
dans cet article. Celui-ci distingue deux niveaux gletons. Dans ce cas, la fonction de croyance
de traitement de I'information : le niveau crédal est équivalente a une fonction de probabilité et
ou les croyances sont manipulées et le niveau sera appelée fonction de croyance bayesienne.
pignistique utilisé lors du processus de prise de Parmi les outils définis dans les travaux initiaux
décision. La définition d’'une partition crédale de Shafer, il en est un qui concerne la combinai-
d’'un ensemble de données vient conclure cette son de deux fonctions de croyance. A partir des

section. fonctions de masser; et m,, la combinaison
conjonctive de ces deux sources d’'information
2.1 Niveau crédal (m~ = my N my) peut étre calculeg A C Q)
par :
SoitQ? = {wy, -+ ,wk, -+ ,wxk} un ensemble
fini, génér{alement appelé ca}dre de discerne- ma(4) £ Z my (B)ma(C). (2)
ment. Une fonction de croyanéel est une me- A=BnC
sure floue non additive d&? dans|0, 1] définie Il est a noter que cette régle, généralement ap-
par : pelée regle de Dempster non normalisée, per-

met de combiner des informations incertaines
bel(A) £ Z m(B) VACQ (1) extraites sous forme de fonctions de croyance.
0#£BCA Si nécessaire, la condition()) = 0 peut étre
. o ) retrouvée en divisant chaque masse par un coef-
oum, appele generalement jeu de masses, estficient de normalisation. L'opération résultante,

une fonction de™ dans{0, 1] qui vérifie : appelée régle de Dempster et natéest définie

VACQpar:
m(A) = 1.
= (m1 @ ma)(4) 2 02
1 —m(0)

Chaque sous-ensembleC Q) tel quem(A) > x » 6e dearé d g
0 est appelé élément focal de Ainsi, la masse oula quantltevf_b(@) est appelce egre ae con ,'t
entre les fonctions:; etm, et peut étre calculé

m(A) représente le degré de croyance attribué a " o _ :

la propositionA et qui n'a pas pu, compte tenu €N Utilisant 'équation suivante :
de l'état de la connaissance, étre affectée a un (m1 Nms) (0) = Z mi (B)ms(C).  (4)
sous-ensemble plus spécifique gudJn jeu de

(3)

BNC=0



L'utilisation de la regle de Dempster est pos- connaissance sur la classe d’appartenance
sible si et seulement sh; et m, ne sont pas d'un ensembl&r’ de données. Plus précisément,
en conflit total, c’est-a-dire s'il existe deux €lé- lafonctionm,; quantifie le degré de croyance as-
ments focauxB et C de m; et my qui Sa- signé au vecteur; concernant un ensemble de
tisfassentB N C' # (). Cette regle posséde clusters définis danQ.

cependant des propriétés intéressantes comme

'associativité, la commutativité et la non- Deux cas particuliers de partition sont a consi-

idempotence mais a été trés discutée [7]. derer :
— si chacune des fonctions de croyamegest
2.2 Niveau pignistique une fonction de croyance certaine surla

partition crédale obtenue est une partition
Létape d'aggrégation précedemment définie  classique det sur() et correspond a une si-
permet ainsi d’obtenir un résumé exhaustif de  tuation de connaissance compléte ;
l'information sous forme d’une fonction de - si chacune des fonctions de croyamegest
croyance uniquen qui est utilisée pour la prise une fonction de croyance bayesienne, la par-
de décision. En basant son raisonnement sur des tition obtenue est une partition floue desur
arguments de rationnalite développés dans le ) comme définie par J.C. Bezdek [1].
modele des croyances transferables, Smets [10] Enfin, on définit une K-partition crédale
propose de transformen en une fonction de  comme une partition d& sur( tel que|2| =
probabilité Px,.; définie suK2 (appelée fonction K.
de probabilitépignistiqug qui se formalise pour
toutw, € Q par: 3 Classification évidentielle

_ m(4) 3.1 Méthode des distances
Po) =Ty & ap

Le but de la méthode consiste a rechercher une
partition stable vis-a-vis d’'une regle de décision
R. La régle de décision utilisée est une exten-
sion aux fonctions de croyance de l'algorithme
des plus proches voisins et a été introduite
par T. Denceux [4]. Cet algorithme consiste a
construire a partir d’'un ensemble d’apprentis-
sagel = {(x;,w;),i = 1,--- ,n} une fonction

R par la méthode classique deglus proches
voisins. Dans sa version initiale, chaque voisin
de x dans.( est considéré comme une source
d’'information quantifiant le degré de croyance
sur l'appartenance du vectenra une classe
dans(). Ainsi, une fonction de croyance, est
directement construite en utilisant les informa-
tions apportées par les vectentssitués dans le
voisinage du vecteur inconnupar :

A " . ” mi({wr}) = &o(di) (6)
Définition 1 (Partition crédale) Une partition mi(Q) = 1—£d(d;) 7)

crédale My = {my,---,m;---,m,} est
définie comme un ensemble defonctions ou d; est la distance Euclidienne au vecteur
de croyancem,; définies sur) décrivant la x; et £ un parametre. La masse de croyance

ou |A| représente la cardinalité dé C Q.
Dans cette transformation, la masse de croyance
m(A) est uniformément distribuée parmi les
éléments ded. A partir de cette distribution de
probabilité, il est alors possible d’utiliser les ou-
tils classiques de la théorie de la décision statis-
tique pour la prise de décision.

2.3 Partition crédale

Nous ajoutons aux différentes notions préceé-
demment introduites le concept de partition
credale définie par T. Denceux et M. Masson
dans [6]. SoitY = {x;,7 = 1,---,n} un en-
semble de données ou chaque individist re-
présenté par un vecteur caractéristigy@ans
un espace a dimensions.



allouée au singletoqw;} est donc un affai-
blissement de la distance entxeet x;. Dans B Tirage d’'une partition\/ initiale
ces équations, la fonction prend la forme B repeat{

o(d;) = exp[—~(d;)?] avecy un parametre po- * Tirage d'un ordre aléatoire danis
sitif. Les fonctions de croyance obtenues pour  x Pour chaque € X dans l'ordre
chaque voisin sont ensuite fusionnées sous la o Calcul des fonctions;

forme d’une fonction de croyance définie o Calcul dem par fusion desn;
sur ) par la régle de combinaison de Demps- o Calcul dePg,; a partir dem

ter [9]. Cette fonction peut étre calculée par o Attribution du label pafR

m = @D, cax) M OU (x) représente le voi- % Analyse de la partition crédale
sinage du vecteux. Il s’agit donc de fusion- * Réduction du nombre de class€s
ner tous les vecteurs; situés au voisinage de } until (Partition Stable)

x selon une certaine métrique. Enfin, la déci- M Analyse de la partitiod/ y finale
sion quant a I'étiquetage du vecteuest prise

en analysant la fonction de probabilité pignis-
tique [10] déduite a partir den par I'équa-
tion (5). Cette regle de décision a été validée
sur de nombreux jeux de données et ses perfor-
mances sont plus qu’honorables si on s’attache
toutefois a optimiser les différents parametres.
Ceux-ci peuvent étre déterminés par une mé-
thode du style descente du gradient pour mini-
miser un critére d’erreur. Le nombre de voisins
k quant & lui peut étre déduit par une méthode
de validation croisée.

La partition finale obtenue est une partition cré-
dale c’est-a-dire que chaque individu est carac-
térisé par une fonction de croyance qui quanti-
fie le degré d’appartenance. Il est a noter que
le probleme du conflit qui peut apparaitre lors
de la combinaison des fonctions de croyance
devient crucial et qu’il doit étre résolu avec
un opérateur adequat [7]. Dans notre cas, nous
avons opté pour l'utilisation d’'un opérateur pu-
rement conjonctif.

3.3 Simulations
3.2 Algorithme proposé

De facon a illustrer I'algorithme, nous présen-
tons un test sur des données générées artificiel-
lement a partir de distributions gausiennes dans
un espace de dimension 3. La figure 1 présente
les résultats de classification sur ces données
simulées. La classification obtenue par I'algo-
rithme proposé permet de classifier ces données
sans aucune erreur.

La régle de discriminatiorR ainsi construite
permet d'introduire un algorithme itératif qui
consiste a construire une suite de partition
crédale deX étant donné un nombre de
classes [5]. A partir d’'une partition aléatoire ini-
tiale, chaque vecteur a classifier est tiré aléatoi-
rement danst’ et est ensuite classeé par la regle
de décisiorR. Litération se termine lorsqu’une . _ .
partition stable est obtenue c’est-a-dire lorsque 4 Filtre de convolution crédale
'on n'observe aucun changement dans l'attri-

bution des labels. Le nombre de clasgésa Dans le domaine du traitement d’'images, la
l'itération initiale est fixé par le nombre d’'in-  convolution prend une place importante parmi
dividus dans¥, ce qui permet d’obtenir un al-  les opérateurs rencontrés. Elle permet en outre

gorithme non parametrique. Dans les itérations de résoudre certains problemes de filtrage ou
suivantes, le nombre de classes est réduit na-de détection. Le principe consiste a balayer
turellement par l'attribution des vecteurs a une l'image et a multiplier pour chaque pixel les va-
classe dans$2. Ainsi I'algorithme obtenu peut  leurs du voisinage par les coefficients du filtre.
étre déroulé de la maniere suivante : Suivant les valeurs attribués aux coefficients du



il est facile de calculer la fonction de croyance
m qui s’obtient par :

m({we})
m(€)

1 _ a)nfn;‘. _ (1 _ a)n

(1—a)

ou n; est le nombre de pixels de couleurs
dans le voisinage du pixét considéré.

4.2 Simulations

De maniére a évaluer le comportement de notre

Figure 1 - Base de données synthétiques : Ré- filtre de convolution crédale, on propose d'ef-

sultat de la classification évidentielle.

filtre, I'image convoluée peut étre représenta-
tive des contours (filtre gradient) ou tout sim-
plement filtrée (moyenneur, médian, ...). Lidée

proposée dans de papier est de construire un

filtre de convolution crédale c’est-a-dire un
filtre permettant de prendre en compte les im-
perfections associées aux pixels de l'image
grace a la théorie des fonctions de croyance.

4.1 Principe

Pour la prise de décision quant au pixglon
suppose que I'on souhaite combimgionctions
de croyancen,. Chacune de ces fonctioms;
est relative a un pixeP; du voisinage deP
et définie su? = {wq,...,wy,...,wk}. Ce

cadre de discernement est obtenu en examinantos- *

le nombre de couleurs différentes dans le voi-
sinage deP. A chaque sous-ensemblg. de

(2 correspond une couleur,. La fonction de
croyancem; relative au pixelP; de couleurCy,
peut alors étre définie stirpar :

mi({we}) = «
m;(€2) 1—a«

(8)
(9)

avec) < a < 1 un parametre. Par la prise
en compte du voisinage et par combinaison
conjonctive des fonctions de croyangg, on
obtient une fonction de croyanee = N, m;.
Puisque chacune des fonctioms ne possede
que deux éléments focaux (le singletgret(?),

fectuer une simulation pour un pix&l dans un
voisinage3 x 3. La fonction de croyance: est
calculée a partir des eéquations précédentes pour
différentes valeurs de; etn, en prenant pour
hypothése gu’il n’existe que deux couleurs dans
le voisinage du pixeP. La figure 2 présente les
jeux de masse obtenus en fonction du parametre
« et la figure 3 les probabilités pignistiques as-
sociées aux deux classesetw,. On remarque
que la masse attribuée a I'ensemble vidg))

est loin d’étre négligeable et gu'il est nécessaire
d’analyser finement cette répartition du conflit.

Pour une valeur du parametidixée, il est pos-

0.8

071y

masse (¢)
_, masse (“’1)

_o— Mmasse (wz)

— - masse (Q)
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02F /o s oedererg

0.1 ffef 5o 092y
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Paramétre o

Figure 2 — Jeux de masse pour différentes va-
leurs denq, ny dans un voisinaga x 3.

sible de rejeter la décision en fixant un seuil sur
la probabilité pignistique. Ce principe permet

1Cf. Annexe. Merci & Philippe Smets.



de ne pas prendre de décision dans le cas ou
la fonction de probabilité pignistique tend vers
une distribution uniforme.

1
0.9

0.8

0.7

0.6

Figure 4 —Image de synthéese (gauche), Image
réelle HOUSE (droite).

0.5 [F

04\ *
03 associons sur les images de droite une fausse
couleur (tirée aléatoirement) a chaque cluster fi-
nal. Ces résultats conduisent a légerement sur-
e e N, segmenter les images originales (8 clusters pour
© 01 0z 03 04 05 06 07 08 09 1 l'image de synthése et 19 pour I'image réelle).
Cette premiere étape de pré-segmentation peut
Figure 3 — Probabilités pignistiques pour diffé- étre suivie par une étape de filtrage de fagon a

0.2

0.1

0

rentes valeurs de;, n, dans un voisinagex 3. en éliminer les artefacts. De maniére a mettre
5 Application a la segmentation m o
d'images

Dans cette section, nous illustrons les méthodes
exposées précédemment dans le cadre d’un pro-
bleme de segmentation d'images couleur. Nous
utilisons tout d’abord une image de synthese
composée de cing régions de formes différentes Figure 5— Résultats de la segmentation éviden-
sur un fond uniforme. L'image est ensuite brui- tielle : Image de synthese segmentée (gauche) et
tée par un bruit gaussien additif. La seconde fausses couleurs (droite).

image est une scene naturelle bien connue dans

le domaine du traitement d’images couleur. Ces en évidence l'efficacité du filtre de convolu-
deux images originales sont présentées a la fi- tion crédale présenté a la section 4, nous avons
gure 4. Nous avons appliqué I'algorithme de appliqué le filtre aux images pré-segmentées.
classification présenté a la section 3 sur ces Nous avons choisi une valeur de égale a
deux images en choisissant le nombre de voi- 0.9. Ces résultats sont présentés aux figures 7
sinsk = /N ou N est le nombre total de et 8 tendent & démontrer qu'avec ce réglage,
pixels de I'image et en fixant le nombre initial les points isolés peuvent étre éliminés condui-
de classedd’ = N. Ces résultats sont présen- sant ainsi a améliorer le processus de segmen-
tés sur les figures 5 et 6. Sur ces figures, les tation. Ces deux étapes combinées (classifi-
images de gauche représentent les résultats ob-cation + convolution) peuvent ainsi étre vues
tenus par I'algorithme de classification en asso- comme une approche de segmentation complé-
ciant a chaque cluster final la couleur moyenne mentaire alliant une approche région et une ap-
des pixels composant le cluster. Afin de mieux proche contour. En effet, la figure 9 présente
distinguer les résultats de la segmentation, nous la répartition de la masse()) sous la forme




Figure 6 — Résultats de la segmentation évi- Figure 8 — Résultat du filtrage évidentiel :
dentielle : Image segmentée HOUSE (gauche) Image filtrée HOUSE (gauche), Image filtrée
et fausses couleurs (droite). HOUSE en fausses couleurs (droite).

Figure 7 — Résultat du filtrage évidentiel : Figure 9 — Répartition du conflitz(()) : Syn-
Image de synthese filtrée (gauche), Image de thése (gauche), HOUSE (droite).
synthése filtrée en fausses couleurs (droite).

side dans I'étape de filtrage, qui a été menée en
d’'une image ou les niveaux de gris les plus introduisant un filtre de convolution crédale. En
clairs représentent les zones a fort conflit. Sur ajustant de maniere adéquate les coefficients, ce
ces images, on peut s’apercevoir que les zonesfiltre peut étre utilisé pour différentes opérations
homogeénes sont des zones ou la valeung@) de traitement d'images. Quelques exemples ont
est faible tandis que les zones a fort conflit sont montré ses performances pour I'élimination de
principalement situées sur les contours des ré- pixels isolés ou la détection de contours qui

gions de I'image. sont principalement retrouvés grace a lI'analyse
du conflit. Les travaux futurs tendent a défi-
6 Conclusion nir les coefficients du filtre de convolution cré-

dale a appliquer pour réaliser les opérations
Dans ce papier, la théorie des fonctions de classiques de traitement d'images (réduction du
croyance est utilisée dans le domaine du trai- bruit, détection de contours, morphologie, ...).
tement et de I'analyse d'images. Le probleme Nous cherchons également a améliorer I'algo-
de la segmentation d’'images couleur est appré- rithme de classification évidentielle en essayant
hendé comme un processus en deux étapes : unede modifier I'attribution des masses (cf. équa-
étape de pré-segmentation suivi d'une étape de tions (6) et (7)).
filtrage. La pré-segmentation est réalisée a par-
tir d’un algorithme de classification évidentielle Annexe : Calcul de la fonctionm
qui permet d’obtenir une partition crédale et
donc un degré de croyance qui quantifie 'appar- On peut retrouver les fonctions de communa-
tenance de chaque pixel de I'image aux diffé- lité ¢; a partir des jeux de masse sachant que
rents clusters. Notre contribution principale ré- ¢(A4) = Y .5 m(B) pout toutA C Q. Cha-



cune des fonctiong; prend pour valeur 1 pour Références
I'ensemble vidg) et un des singletons de et

(1 — «) pour tous les autres termes. La fonction
g résultante de la combinaison conjonctive est
le produit des communalités qui s’écrit sous la

[1] J.C. Bezdek, J. Keller, R. Krishnapuram,
and N.R. Pal. Fuzzy models and algo-
rithms for pattern recognition and image
processing Kluwer Academic, 1999.

forme :
[2] I. Bloch. Some aspects of Dempster-
¢0) =1 Shafer evidence theory for classification
¢{wr}) = (1—a)"™ of multi-modality medical images taking
g(4) = 1—-a)"  VYACO{D,{we}} partial volume effect into accouriattern

En utilisant la transformée de Mobius inverse Recognition Lettersl7 :905-919, 1996.
(m(A4) = 3, 5(—1)P=4lg(B)), il est aisé de [3] A_._I_Derr_lpster. Upper gnd lower pr(_)ba-
retrouver le jeu de massesdéduit dey par bilities induced by multivalued mapping.
m({wed) = (1—a)™™ — (1—a)" AMS 38 :325-339, 1967.
g " [4] T. Denceux. A k-nearest neighbour clas-
m(@) = (1-a)" sification rule based on Dempster-Shafer

Une autre approche permet de trouver une ex- theory. |IEEE Transactions on SMC
pression équivalente a ce jeu de masses. Elle 25(5) :804-813, 1995.

peut étre décrite de la maniere suivante. Chaque [5] T. Denceux and G. Govaert. Combined
fonction de croyancer; possede deux €léments supervised and unsupervised learning for
focaux : un des singletons; et(2. On suppose system diagnosis using Demspter-Shafer
que les jeux de masse; qui possedent le méme theory. INCESA'96 IMACS Multiconfe-
élément focalv, sont en nombre,. La combi- rence pages 104—109, 1996.

naison conjonctive de ces jeux de masse va [6] T. Denceux and M. Masson. Clustering
donc faire apparaitre une sommergetermes of proximity data using belief functions.
non nuls pour la masse attribuéera Ensuite, In Proceedings of IPMU'2002v0lume |

il fa}u,t imaginer tous les prodL_Jits Croisés entre pages 609-616, Annecy, France, 2002.
le éléments focaux des fonctions; telle que

leur intersection donne le sous-ensenmkleOn
suppose que l&me terme de cette somme aura
la formea’(1 — «)"". Il reste & dénombrer le _
nombre de fois, noté;,, ou ce terme apparait. 3(2) :149-162, June 2002.

Aprés analyse de tous les produits croisés pos- [8] M. Rombaut and Y. M. Zhu. Study of

sibles, cette valeur peut étre calculée par : Dempster-Shafer theory for image seg-
mentation applicationdmage and Vision
Bik

Computing 20 :15-23, 2002.

] A [9] G. Shafer.A Mathematical Theory of Evi-
La masse résultante:({w}) peut donc étre dence Princeton University Press, 1976.

calculée a partir de : [10] P. Smets and R. Kennes. The transfe-
2 ; - rable belief modelArtificial Intelligence
m({we}) = 2_1: Bira (1 — )", 66(2) :191-234, 1994.

R [11] A. Verikas, K. Malmqvist, and M. Ba-
causkienne. Combining Neural Networks,
Fuzzy Sets and Evidence Theory based
approaches for analysing imagesinter-
national Joint Conference on Neural Net-

m() = (1 —a)". works pages 297-302, 2000.

[7] E. Lefevre, O. Colot, and P. Vannooren-
berghe. Belief functions combination and
conflict managemeninformation Fusion

—il(ng — )

En ce qui concerne la masse attribuée, &lle
correspond tout simplement au produit des
masses affectées par chacune des fonctions
af), onauradonc:



